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المقدمة 

كان ابن الرشد يقول دائماً "إن أنسأ الله في العمر" فسوف أكتب كتاباً في الفقه 
أو الفلسفة. وهذه العبارة تتكرر في كل كتبه. وقد كنت أقول كما قال أستاذنا "ابن 
رتشد" إِنّ أنسأ الله في الأجل فسوف أقوم بتوضيح وتجديد وإضافة ما يمكن 
إضافته من معرفة في علوم نظرية البيان. 

إن ما كتبناه بالأمس وإن كان معاصراً وحديثاً سيصبح في عالم الغد قديماً 
وعتيقاً حتى مع بقاء الموضوع والحقل نفسه طازجاً مثل انبلاج الفجر بنور 
الحلم الإنساني الزاخر بشآبيب الأمل والمعرفة. 

أقدم هذا الجهد العلمي المتواضع للطلبة الدارسين في هذا التخصص عسى الله 
أن ينفعهم به ويجدوا في ثناياه بعض ما تصبو إليه نفوسهم الشابة والمتألقة دائما 
بأنفاس الوطن. 

ظهرت نظرية البيان في بداية القرن الثامن عشرء إذ يعود الفضل إلى عالم 
الرياضيات السويسري ليونارد أويلر (:عاناظ 4تقدمع]). في العام 1736م قام 
أويلر بنشر حل لمسألة الجسور السبعة » ونشرت في القرن التاسع عشر 
الميلادي عدة نتائج مهمة في نظرية البيان. و ألف العالم الرياضي كونك 
(©0211) في العام 1936م أول كتاب حول نظرية البيان. 

وزاد الاهتمام بنظرية البيان في منتصف القرن العشرين» بسبب إمكان 
تطبيقها في مجالات متعددة. في الحفيقة» إذا كانت لدينا مجموعة متقطعة من 
. العناصر وكان بعض أزواجها مرتبطة بطريقة ما فإن نظرية البيان تزودنا 
بنموذج رياضي لتلك المجموعة ٠‏ ومن المكمن أن تكون هذه العناصر ذرات 
جزيء عضوي مرتبطة كيميائياً أو أفراد مجتمع مرتبطين بعلاقات عائلية 57 
الخ. 

ظهرت في البداية نظرية البيان بوصفها أداة لحل بعض الألغاز والألعاب 


0١9 


ولكن تطبيقاتها في القرن الماضي شملت مجالات واسعة مثل علم الحاسوب» 
بحوث العمليات» الاقتصادء الكيمباء» الهندسة الكهربائية وعلوم اللغة...الخ. 

أشكر أستاذي الفاضل الدكتور 05عة5 .11 .82611 .+2 ,2:06 لمساعدته في 
الحصول على المراجع العلمية والدكتور مدو .2 .2 .42م و أسقطبوءج .1 
لمساعدتهم على الحصول على المراجع والكتب المفيدة في هذا المجال. 

إن هذا الكتاب محاولة جادة لوضع ما يحتاج إليه القارئ حقاً. نسأل الله 
التوفيق والرضا ونهدي هذا الكتاب إلى كل من يرغب باللحاق بالركب العلمي 
العالمي» أملين أن يكون مرجعاً مفيداً لكل المهتمين. 

إن قيمة هذا الكتاب بمعرفته مثلما تكون قيمة كل امرئ بمعرفته ومن لا 
معرفة له لا قيمة له. : 

«أو من كان متا فاجعلا لَه نوا ينثي به في الثاس كَمَن مَدْلّهُ في 
الظَلمَات لَِنَ بخارج مِنًْا ذلك ذَيّنَ للْكافِرين ما كَانوأ يعمو 4 " الأنعام 122" 


والله ولي التوفيق 
دمشق في 2010/2/12 


المؤلف 
أ.د. خالد الخنيفس 
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الفصل الأول 
مفاهيم أساسية 
قاوءعده0ن) عأمو8 
1-مقدمة 
ظهرت نظرية البيان في بداية القرن الثامن عشرء إذ يعود الفضل إلى عالم 
الرياضيات السويسري ليونارد أويلر (:ءلناظ كتقهمع.آ). في العام 1736م قام 
أويلر بنشر حل لمسألة الجسور السبعة. 
ظهرت في البداية نظرية البيان بوصفها أداة لحل بعض الأحاجي والألغاز 
والألعاب وفيما يأتي نذكر بعض المسائل: 
© مسألة الجسور السبعة: 
يوجد جسور سبع في مدينة (كونج برج) » وتأخذ ‏ الجسور السبعة الشكل 
التالي: 


تصع [ط0م عع8130 ممع زع طوع أمة ]1 
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الشكل (1) 


هل نستطيع التجوال على هذه الجسور السبع من دون أن نمر على أي جسر 
مرتين. رسم أيلر البيان الذي يمثل نموذج لهذه المسألة كما يأتي: 


06 


1 
الشكل (2) 


أحجية هاملتون 

نشر هاملتون لَه التجوال في لصحف الرسمية الشمعبية. هسل يمكن 
التجوال في البيان المبين في الشكل (2) دون أن نمر على العقدة أكثر من مسرة 
وتمثل كل عقدة إحدى مدن العالم الكبرى. 


» مسألة الألوان الأربعة 

كتب الأستاذ وع20 1(6 156005أعناق. الأستاذ في جامعة كوليكا في لندن 
للأستاذ هاملتون في 23 تشرين الأول عام 1852: 

سألني أحد الطلاب اليوم؛ فيما إذا كان صحيحاً أن أي خارطة يمكن تلوينها 
على الأكثر بأربعة ألوان» بحيث تأخذ الدول المتجاورة ألوان مختلفة 


أعطى ديموركان مثال يبين فيه توزيع الألوان الأربعة اللازمة " لقد بين 
ديموركان أنه لا يمكن أن توجد خمس دول بحيث تكون كل دولتين منهما 
متجاورتان” ولكن هاملتون لم يهتم بهذه المسألة التي عرفت فيما بعد بمسألة 
الألوان الربعة. 

الطالب الذي سأل ديموركان هو فريدريك كوثري عتبطة© عاءمعلعء:1 
وتبين فيما بعد أن أخيه فرنسيس 1132015 هو الذي طرح هذه المسألة. عرض 
كيلي '16ع02© هذه المسألة عام 1978 في أكاديمية الرياضيات في لندن وبعد 
مرور سنة على طرح هذه المسألة. قدم المحامي كيمب 6مدمع . ل عملاً 
يتضمن توضيح إيجابي وحل لهذه المسألة. كرّم كيمب 6م1263 . 4 حيث انتخب 
رئيس للأكاديمية الرياضية في لندن ولكن في عام 1890 بين هاود 5685000 
أن إثبات كيمب 6م10ع1 . م خاطئ. 
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الشدن (5) 


« مسألة المدن الثلاث والآبار الثلاث 
لدينا ثلاث مدن ويراد سقاية كل مدينة من هذه المدن من الآبار الثلاثة. بحيث 
ألا تتقاطع القنوات مع بعضها. االبيان الذي يمثل نموذج لهذه المسألة هو: 
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ه مسألة شبكات الهانف 
يراد بناء شبكة هواتف بين عدة قرى ومدن بحيث يتحقق. ما يلي: 
أ- أي قريتين أو مدينتين أو قرية ومدينة يتصلان. بيعضهما' بشكل مباشر أو 
غير مباشر. 
ب- أن تكون مراكز المقاسم في مراكز هذه المدن والقفرى.لتخفيف نفقات نقل, 
الموظفين والصيانة. 
ت- أن تكون كل شبكة ذات كلفة أصغريه.. 
زاد الاهتمام بنظرية البيان في منقصف. القرن. العشرين». بسبب. إمكان تطبيقها قي 
مجالات متعددة:. إن تطبيقات: نظرية البيان في. القرن. الماضي شملت مجالالكت 
الكهربائية: وعلوم اللغة...الخ. 
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بعص 
- المركبات الكيميا 


ع 323 4 . 

ا 3 
ا 

ااا 1 

كد | لسع سح 2 


نظرية البيان 
ئية وتمثيلها البياني 
8 
1 
لنب إام 


الشكل (9) 
16 


الث 
الشكل (8) 


27 


: 0 
>-010 
3 
ا 
الشكل (10) 
- مخطط مدينة 
الشكل (11) . 


لا يهتمون المشاة باتجاه السير بينما السائقين يجب أن يعلموا باتجاهات 
المرور المسموح به. 


- مخطط إدارة الأعمال في معمل كبير 


البيان المثل لمخطط إدارة الأعمال في المعمل. 


الشكل (12) 
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- سير الإنتاج في المعمل 


)ملا عملا 
كار لكا 
الساية هه د 


١ 
تار‎ 


كوه ةوماع 
180 


5 
8 


البيان الممثل لسير الإنتاج في معمل 


الشكل (14) 


19 


32 


- مخطط دارة الكترونية 


فح 


بيان الممثل لهذه الدارة 


٠ )15( الشكل‎ 

- تمثيل التفرع ٍْ 
1 

ا 


بيان الممثل 


الشكل (16) 
20 


3-تعاريف ومفاهيم أساسية 
لتكن 77 مجموعة عقد غير خالية ولتكن طورساات وهر 
ولتكن لدينا الدالة: 
7* 7ج ورور 
عسوا © - وا 
نسمي الثنائية المرتبة (5:/) - © بياناً. ونسمي 1 مجموعة عند البيان © 
ونسمي 8 مجموعة أضلاع البيان ©. : 


تعريف: 
نقول إن البيان (:17) - © بيان منته إذا كانت كل من المجموعتين 7 و 7/ 
| تعريف: 
البيان الخالي وهو بيان لا يحوي عقد ولا يحوي أضلاع ويرمز له ب 
١ .6)7:8(- 0‏ 
. ملاحظة: 
ينكن للبيان أن يحوي عقدً ولا يحوي أضلاع ولكن لا يوجد يان الا يبلك 
عقد و يملك أضلاح. 1 
تعرايف: 


نقول عن العقدتين « و «ر من مجموعة العقد 1 إنهما متجاورتين إذا وجد 
ضلع » ينتمي إلى مجموعة الأضلاع 5 يربط بين ا و ابر أي: 
((,:*) -ه : 8 ع364 ج العقدة * تجاور العقدة حيث 1 © رج 
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تعريف: 


القوس (ممم) هو ضلع + مزود باتجاه ونرمز لهب 2 . 
١‏ 0 ]2 
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تعريف: 
نقول عن ضلعين أنهما متجاورتين إذا اشتركا بعقدة. 
تعريف: 
الفوسان المتجاورين هما قوسين يشتركان بعقدة وفق الحالات التالية: 


1 1 7 07 
7 0 م 1 0 2 و ١‏ 
7 7 0 1 
0 7 7" 7 
الشكل (17) 
ملاحظة: 
سنفرض أن البيانات التي نعالجها هي بيانات منتهية. 

تعريف: 


إذا كان (6)/ -« فإننا نسمي « طرفاً للضلع + كما نقول أن الضلع > 
يؤثر على العقدة <. 


1 5 


تعريف: 
تكون العقدة 17 © مجاوره لنفسها إذا وجد ضلع (عروه) 77 ع6 بحيث 
(«رةاجتء. 
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تعريف: 
نقول عن الضلعين # » ,ء,,» متجاورين إذا وجدت عقدة مشتركة 7[عند 
بين الضلعين ,© و 2,©. 1 


0 


تعريف: 


العروة هي ضلع فيه عفدة البداية نفس عقدة النهاية أي (+,<) -+ و نسمي 
22 


الضلع © عروة عند العقدة . 


مثال: 
2 2 0 
الضلع ,© هو عروة. 
الشكل (18) 
تعريف: 


إذا كان (,) > ,كه ,© بحيث برعم عندئذ نسمي كلا من © و يه ضلع 
مضاعف» أما إذا كان (<,:) - ي»- » أما إذا كان «ر- + عندئذ نسمي كلاً من 
العروة ,© والعروة ,م عروة مضاعفة عند العقدة « . 
مثال: 


الشكل التالي يبين الأضلاع المضاعفة في البيان 


2 


الشكل (19) 
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أن كل من الأضلاع ,», ي», ,© هي أضلاع مضاعفة أو أضلاع متوازية. 


تغريف؛ 
الباقة (اعدوده8 ) هي بيان مؤلف من عقدة واحدة حولها 7 عروة ويرمز 
لها ,8. 
5 
الشكل (20) 
تعريف: 


سمي البيان (:/) - © بيان بسيط إذا كان البيان © لا يملك أضلاع 
مضاعفة ولا يملك على عرى. 
تعريف: 

إذا كان (7:8) - 6 بيانا بسيطا وكانت العقدة 1/7 جم فإننا نعرف قدرة العقدة 
د على أنها عدد الأضلاع من البيان © المؤثرة في العقدة +« مع الملاحظة أن 
العروة توثر على العقدة مرتين. 

نرمز لقدرة العقدة ند بالرمز )ج346 ونلاحظ أن: 

,د 3 + ١|‏ عد عدم لاع 7( ,ند) دم : ©| - (د)اععل0 
تعريف: #س #٠ ٠‏ 
نسمي العقدة د 1-7 أي ضلع من البيان © ١‏ أي 
إذا كانت قدرة العقدة 0- )عه ٠‏ 
تعريف: 

البيان المستوي هو بيان يمكن رسمه على سطح مستوي أو سطح كرة دون 
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أن تثقا 


الشكل (21) 
تعريف: 
البيان الموجه هو بيان زودت أضلاعه باتجاه ويرمز للبيان الموجه بالرمز: 
78 6 
مثال: 


ص 


الشكل (22 
تعريف عقدة المصدر ( أو المنبع): 
ليكن لدينا البيان الموجه (5:/ا) - 6 ولتكن د عفدة من مجموعة العقد ”1. 
نسمي العقدة ,با أنها عقدة مصدر إذا وفقط إذا كانت هذه العقدة عقدة بداية لجميع 
الأقواس المؤثرة فيها (عقدة منبع) 


مثال: 


الشكل (23) 
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6 
به بقع 205 
- ا 2 
بيان مستوي 2 و6 بيان مستري 
بيان مستوي 
2 3 3 


عقدة المصدر هي ,ا ( جميع الأقواس المؤثرة في العقدة ,د صادرة عنها). 
تعريف عقدة الهدف ( أو المصب): 

ليكن لدينا :البيان الموجه (:/6)7 ولتكن العقدة ,د عقدة من مجموعة العقد 5/7 

نقول عن العقدة ,ا إنها عقدة هدف ( أو مصب ) إذا كانت فقط عقدة نهاية 
لجميع الأقواس المؤثرة فيها. 
مثال: 


م 
الشكل (24) 
عقدة الهدف هي ,« ( جميع الأقواس المؤثرة في العقدة ,.دتصل إليها). 
تعريف: 
الدائرة هي متتالية من الأضلاع فها عقدة البداية نفس عفدة النهاية وباقي العقد 
لاتتكرر. 
تعريف: 
الشبكة هي بيان موجة لا يحوي دائرة. 
تعريفس: 
الدائرة الزوجية هي دائرة عدد أضلاعها عدد زوجي. 
ونكتب ما يلي: 
ليكن لدينا البيان البسيط (5:/) - © ولتكن الدائرة ©» محتواة في هذا البيان 
ل د وح 0 : 
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< روطو )و ممم معن و( ولو ج170) و ولاو( ولاو ب70)ى رطا > ع 6 
وإذا لم يكن هناك التباس يمكن أن نكتب ما يلي: 
< راو ولاو لمعتو ولو ولاو 10> 2 0) 


5 


تعريف: 

الدائرة الفردية هي دائرة يكون عدد أضلاعها عدداً فردياً. 
تعريف: ٠‏ 

البيان الموزون هو بيان بسيط موجة أو غير موجة أو مختلط زوّدت 
أضلاعه أو أقواسه بقيم ما. 


4-تمثيل البيان 
لوصف البيان بشكل ملموس نمثل البيان وفق ما يلي: نمثل كل عقدة بدائرة 
صغيرة ونمثل كل ضلع (ز,) -» بخط مستقيم (ليس بالضرورة مستقيماً) يربط 
بين العقدة ‏ والعقدة بر . فيما يلي نبين كيفية تمثيل البيان. 
مثال: 
ليكن (7:5)- © بياناً معرفاً كما يلي [5/,,زسا-/ ع 
[6دو6 © در كر !5 معرف بوساطة الجدول الأ 


66 1 6 و6 6 6 ظ 


مه | (00:2 | (#وكداي| (0,2) | (بدضم)»| "دوعق 


جدول (1) 
أ- أوجد تمثيلاً للبيان ©. 
ب- أوجد ,قدرة عقد © والعقد المعزولة. 
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3 


يت أوجد الأضلاع المضاعفة والغرى: ” ” 


ث-هل البيان © بيان بسيط ؟ 


م 4 الشكل (25) 
(ب): نبين قدرة العقد بوساطة الجدول (2): : 


بما أن 0-(5)ع06 فإن 5 عقدة معزولة (العقدة المعزول الوحيد في 
البيان © ). 
(ج) بما أن (2,*) - ,- ,ع فإن كلا من الضلعين ,ع و,ه هو ضلع 
مضاعف .» وبما أن («,+) - » فإن الضلع ,6 عروة. 
(د) إن البيان © ليس بياناً بسيطاً لأنه يحتوي أضلاع مضاعفة (أو لأنه 
يحتوي عروة). 
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تعريف: 
نسمي مجموعة الأضلاع 5 بالمجموعة المضاعفة في حالة البيان غير 
البسيط وذلك لتضاعف بعض أضلاعه. 

مثال: - 


إذا كان (5:/) - © هو البيان المعطى في الشكل (26) فأوجد كلا من 


لا . 
. 7 
64 5 0 0 
6 
لك 6 
١ 6 2‏ 
ا ٍ ١‏ 5 4 
1 

الشكل (26) ْ 

الحل: ا 


واضح أن [نامال ,قرام ,لاون - 7 كذلك أن [67:ع6:و6د و6 وك موه 6 ع 87 
والجدول (3) يبين تمثيل البيان: 


67 66 و6 و6 و6 6 6 


,ى) | 2,2) | (2,2) | (2,<) | (<«ارنت) | (رع) | «در) 


جدول (3) 


ا 


ملاحظة: 


توجد علاقة بين عدد أضلاع البيان وقدرات عقده. المبرهنة التالية تصف لنا 
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هذه العلاقة. 
مبرهنة )1): 


ليكن لدينا البيان (5:) - © بحيث أن [,ا......, ,رم - 1 عندئذ فإن: 
(|2 - (جعععل ر< - (,نعوعل + +٠٠١‏ (وسعوعل + ( بوعل 


-- 
البرهان: 

نحسب عدد الأضلاع التي تؤثر في عقد البيان © بطريقتين مختلفتين: 

أ- كل ضلع يؤثر على عقدتين وبالتالي فإن العدد المظلوب هو |2|5. 

ب- كل عقدة ,ا تتأثر بأضلاع البيان © مرة وبالتالي» فإن العدد المطلوب 
هو (,ن)وعل + +٠٠١‏ (رمعوعل + (م)وعل ٠‏ إذأء فأن: 


|2 > (بموعل < - (رمموعك + : ليك رموه 
0004 


تعريف: 
نسمي العقدة :د عقدة فردية إذا كان قدرة العقدة ()عء0 عدداً فردياًء ونسمي 


العقدة « عقدة زوجية إذا كان قدرة العقدة («ر)وء0 عدداً ييا 
تمهيدية: 
إذا كان لدينا مجموعة من الأعداد الفردية التي مجموعها عدد زوجي فإن عدد 
اهذه الأهداد ايكون لا وجياء 
مبرهنة (2): 
إذا كان (5:/) - © بياناً فإن عدد العقد الفردية في البيان © هو عدد 
زوجي. 


البرهان: 
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لتكن زرطى »ررس ع1 مجموعة عقد البيان ©. ولتكن 1 هي مجموعة العقد 
الفردية في البيان © .ولتكن ,/ا هي مجموعة العقد الزوجية في البيان ©. إذاً 
لان ,لاك او 6د رآص رلاء 


بما أن |2 - (عوعه جح فإن |25 - ض)وءة,< + م)وءه: ؟ . إن العدد 
لآعبر 


لاع نه 


«)عء0 رج هو عدد زوجيء كذلكء فإن العدد |2|5 هو عدد زوجي. إذا العدد 


ولاعد 


()عع0 رج هو عدد زوجي وبالتالي» فإن العدد || هو عدد زوجي. 


الأغمر 

(حسب التمهيدية فإن عدد هذه العقد التي قدراتها أعداد فردية عدد زوجي) 
مثال: 

هل يوجد بيان قدرات عقده هي الأعداد 7,5,2,4,7 ؟ 
الحل: 

بما أن 7+5+2+4+7-5 عدد فردي فإنه لا يوجد بيان يحفق المطلوب 
(أو 7 هي القدرات الفردية المعطاة في المسألة. بما أن عدد هذه القدرات . 
فردي فإنه لا يوجد بيان يحقق الشرط المطلوب). 

5-مصفوفات البيان 

مصفوفة التأثير: 

ليكن لدينا البيان البسيط (7:5)- © حيث مجموعة العقد هي 


[,ة.:.ن: نإ - 17 ومجموعة الأضلاع هي [,6,:..,ره, ,م! -8: نعرف 
مصفوفة التأثير للبيان © بأنها المصفوفة [رط| -8 من البعد ام حيث: 
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خواص مصفوفة التأثير : 

1- يوجد تطبيق متباين بين مجموعة البيانات الثي تملك 0 عقدة و 7 ضلع 
وبين مجموعة المصفوفات الثنائية التي تحوي في كل عمود من أعمدتها 
عنصرين فقط غير معدومين وبقية عناصر العمود معدومة. 

2- السطر الذي جميع عناصره أصفار يقابل عقدة معزولة. 

3- بافي قسمة مجموع عناصر أي سطر على 2 يساوي باقي قسمة مجموع 
عناصر بقية الأسطر على 2 ؛ إن ذلك يعني أن : 

به - 00(2مم) 2 جد م - 0(2ه0م) 27 


ل زعءة ل 


4- مجموع عناصر أي سطر يمثل قدرة العقدة المقابلة لهذا السطر. 

5- السطر الذي يحوي قبمة واحدة فقط غير معدومة يقابل عقدة معلقة . 

6- التبديل بين أي سطرين يعني التبديل بين ترقيم العقدتين . 

7- التبديل بين أ ي عمُودين يعني التبديل بين ترقيم الضلعين المواففين. 

8- الشرط اللازم والكافي لكي يكون بيانين متشاكلين هو أن تنتج مصفوفة 
التأثير لإحداهما عن مصفوفة التأثير للآخر بإجراء عمليات جبرية على 
هذه المصفوفة . 

مثال : 
اكتب مصفوفة التأثير للبيان المبين بالشكل التالي : 
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1 1 0 0 زر 
000 1 1 رطا 

ع 8 2 
1 100150 200 
0 4 1 0 0لا 


إن باقي قسمة مجموع عناصر أي سطر على 2 يساوي وبآقي قسمة ْ 
مجموع عناصر بقية الأسطر على 2. 1 
- مجموع عناصر السطر الأول هو: ١ ١‏ 
3 -1+1+1-+0+0 : ا 
إذا : (1) > 02مسة ْ 
ع مكمر #إيقية عناصر لوف 7 
4 (1)-7002 


نحصل صحة الخاصة من أجل أي سطر نختاره. 
ملاحظة : 


إذا كان البيان مترابط وبسيط فإن رتبة ( 201/ ) مصفوفة التسأثير > 5-1 


حيث أن م عدد عقد البيان. 
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- إذا كان البيان مكون من مركبة فإن رتبة مصفوفة التأثير هي عبارة 
عن : -م حيث أن 0 هو عدد عقد البيان و »ا عدد مركبات البيان . 


- إن المصفوفة 8 الناتجة عن مصفوفة التأثير بحذف أحد أسطرها ( أي أحد 
أسطر المصفوفة 8 ) فإن أسطر المصفوفة 8 تكون مستقلة خطياً. 


ملاحظة : 


إذا كان البيان (7/:5) - ©هو شجرة فإن المصفوفة .8 هي مربعة من 
المرتبة 2-1 


ملاحظة:. 


-مصفوفة التأثير ع:تناهة8 06م0106م1 لبيان غير بسسيط (8:/) - © هي 
المصفوفة ج8 التي اسطرها مرقمة حسب العقد وأعمدتها مرقمة حسب الأضلاع 


٠: بحيت‎ 


7 


إذا كانت م ليس طرفا ل م 0 
إذاكانت «طرفال م246 ] )-[ع,لااى8 


إذا كانت © عروة حول ب 5 


- مصفوفة التأثير «قتاهاطة عءمءل1عم1 لبيان موجه (8)-6 هي مصفوفة 
لسطرها أدلة حسب عقد البيان ولأعمدتها أدلة خسب أقواسه بخيث 
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ذا كانترعتدة 
إذا كانت اعقدة مصدر ل6 -[هبس] ره 
إذا كانت ١‏ عقدة هدف ل© - 


إذا كانت © عروة حول ١‏ 2 


مصفوفة التجاور: 

ليكن لدينا البيان البسبطد (7:5)-< 0 حيثك مجموعة العقد 
, ,وى نا - ٠.17‏ نعرف مصفوفة التجاور للبيان (5:/) - © بأنها 
المصفوفة ابعا ع4 من البعد 7:7 حيث: 


8 6 (رئد, ه) و 0 


0ن 
ملاحظة: 
مصفوفة التجاور لبيان غير بسيط (7:5) - © هي المصفوفة [ره| -4 التي 
أسطرها وأعمدتها مرقمة حسب العقد أي : 

6 (ج8,,2), 0 


4 1 759 6 


للك ( 0057 زيح :ام 


0 


مثال: 
أوجد مصفوفة التجاور للبيان الأتي: 


35 


1 0 0 0 0 1 2 2*م 
06 0 1 1 1 1 0 0["م6 ععىر 
1[ 1 0 0 0 0 0 0 
0__لمسا»» !”وسيل 0 

21 

ل ل 01 

0 إلى ان 

3 0 0 1إناديهد 

1 00 انل 

20 3 1 60 


مصفوفة القدرة: 

مصفوفة القدرة هي مصفوفة تمثل قدرات العقد في البيان ( أي أنها مصفوفة 
تمثل عدد الأضلاع المؤثرة في كل عندة في البيان ). 

وسنرمز لها بالرمز : ند (ن 4) ع م 


اندر 


)40 تعني قدرة العقدة ,/: 
0 ح ا كز 2 


2 0, 017 


مصفوفة القدرة في البيان السابق هي: 


ع رن ولاو 
بن 0 نئل 0 و1 
وبر 03707 "بيية" 0 
0 
دا 6 «(ة3,ر 0ر0 
,«غ[ 3 0 0 0 


وإن مصفوفة القدرة مصفوفة قطرية ويتضح ذلك من خلال تعريف. ,4 أي 
أنه (معء4 في حال ر -: وصفر في حال رع :. 
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مصفوفة الإدخال: 
إن مصفوفة الإدخال هي مصفوفة تنتج من حاصل طرح مصفوفة التجاور 
من مصفوفة القدرة ونرمز لها بالرمز: ‏ بي,(,4) - © 
وتعرف بالشكل التالي: يه - وك - نو 
مصفوفة الإدخال في المثال البيان السابق هي : 
0 ظث 1 
0- 3 1- 
1 3 2ت 0 
1] 1- 0 ”0 
نهذ االمصفوفة تطبيقات 22ة. 
ملاحظة: 
إن قيمة المحدد للمصفوفة الناتجة من حذف سطر وعمود من مصفوفة 
الإدخال لهما نفس الدليل ثابتة. 
مصفوفة التجاور في لإنهان الموجه: 
ليكن لدينا البيان الموجه (7:2) - 6: فإن مصفوفة التجاور 
للبيان (8://) < 6 هي المصفوفة در( - (4)6 حيث تعر نكو كبر مأأكما 
0 
يلي: . 1 
امراك ”5 3 ! 


لامرم] ك ر38 قد اكاك يه  ,‏ مس(رة) - (4)6 


تادر 
ل لا 01/7127... و 0 


في البيان عل للم أجل ماك قرم بهد المتلّع الذي يربط بين العقدتين 
ا ورلا 
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ملاحظة: ْ 

ليكن لينا البيان الموجة (:/) - 6 حيث القوس [رد.,] - 2 يربط بين 
العقدتين ,ا و ,37 والقوس [,لا, ,د -27 يربط بين ,/او ,لاء فإن '2 2 

أي: “2 > [رطاورط] ة [رطررس د 8 1 
مصفوفة التأثير في البيان الموجه: 

ليكن لدينا البيان الموجه (5:/) -6: فإن مصفوفة الت أثير للبيان 
(:/) - 6 هي المصفوفة ,,,(رم) - (8)6 حيث تعرف عناصرها كما يلي: 


«نادر 
كر 10 5 
سرس دود ع ل كان . . ..زرة ث2 806 
1 
|[ 1 |[ ...0 : 
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تمارين 
ليكن (5:/) - © بيانا بسيطاً والعلاقة 4 معرفة على مجموعة العقد 7 


كالتالي: 
عند إذا وفقط إذا كان 5 ء(ر,ع) أثبت أن العلاقة . غير انعكاسية 
وتناظرية. 

ليكن ادينا البيان البسيط (://) - © حيث عدد عقدة م -|//| فأثبت أن 


للا > ورا 
2 ا 


ليكن لدينا البيان (:/) - © بياناً معرفاً كما يلي: 
لتكن المجموعة [2,2,+1-/1 مجموعة العقد و لتكن المجموعة 


».يه ه! - 8 مجموعة الأضلاع بحيث يكون: 


6 ل 
اكلافق مع ء 


أ- أوجد تمثيلاً للبيان ©. 


ب- أوجد قدرات عقد البيان ©. 
ت-أوجد الأضلاع المضاعفة والعرى. 
ث- هل البيان © بيان بسيط ؟ لماذا ؟ 


-3 


4- ليكن لدينا البيان (5://) - © بياناً معرفاً كما يأتي: 
لتكن المجموعة [ك وقوه ولا ,د حر[ مجموعة العقد و لتكن المجموعة 


[:©, © و6رر6, روأ - 2 مجموعة الأضلاع بحيث يكون: 
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ظ و6 64 6 6 4 


(«,ت*ت) | 2,ر) | 2رج) | #2,ج) | (ا,ر) 


أ- أوجد تمثيلاً للبيان ©. 

ب- أوجد قدرات عقد البيان © والعقد المعزولة. 

ت- أوجد الأضلاع المضاعفة والعرى. 

ث- هل البيان © بيان بسيط ؟ لماذا ؟ 

5- أوجد مجموعة العقد 17 ومجموعة الأضلاع 5 حيث أن البيان (7:5) - 6 
قد تم تمثيله بالشكل التالي: 


6- هل يوجد بيان بحيث تكون جميع قدرات عقده هي: 
ضغ 7,5,3,2,2,1 
ف افيد ,3 
7- أعط مثالاً على بيان بسيط بحيث: 
أ- جميع العقد زوجية 
ب- جميع العقد فردية. 
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8- ليكن لدينا البيان (5:/) -© بحيث يكون مجموع قدرات عقده هو 48. 
أوجد عدد أضلاعه. 

9- أوجد بياناً بسيطا عدد عقده 10 حيث تكون 6 من هذه العقد زوجية والعقد 
الأخرى فردية. 

0- أوجد مصفوفة التأثير للبيان المعطى في الشكل الأتي: 


1- 
2- أوجد مصفوفة التجاور للبيان المعطى في الشكل الأتي: 


2 57 


2 2 
3- إذا كانت المصفوفة [ | - #8مصفوفة التأثير للبيان (8:) - © حيث 
يحتوي الصف * على عدد ‏ من الأعداد 1 فأثبت أن 7 > 06807 , 
4- أثبت أن القطر الرئيسي لمصفوفة التجاور لأي بيان بسيط يتكون من 
أصفار. 
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5- أثبت أنه لا يوجد بيان بسيط حيث جميع قدرات عقده هي 5,2,1,1,1 

6- أثبت أنه إذا كان (5:/) - © بياناً بسيطاً حيث عدد عقدة 2< |17. فإنه 
يوجد: 

7- 7 »تزع , برعوعج و (ر)عءل ع (ر)وعل 

8- إذا كانت 4 هي مصفوفة التجاور لبيان بسيط فأثبت أن المصفوفة 4 
متناظرة (أي أن 47 -4). 

9- هل يوجد بيان بسيط حيث يحتوي على 10 عقد و 50 ضلعاً ؟ 
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الفصل الثاني 
البيانات الجزئية والبيانات المترابطة 
قطجوعع 0عءأععصصمق سه عطمهنتع طناك 
1- تعاريف 
ليكن لدينا البيان البسيط (7:5) -© وليكن: 
7ع اعم لاج 17خ فح 114 . 

تعريف: 5 
إن البيان 07:50 -8 بياناً جزئياً من البيان © إذا كانت /اج 7 


واتك ظل. 

تعريف: : 

إن البيان ('7':5) - 7 بيان مولد للبيان © إذا كان 8 بياناً جزئياً من © 
وكانت ل اتا 

تعريف: 


إن البيان (07::5  -‏ هو البيان الجزئي المولد بوساطة المسار 17 في © 
إذا كانت (© يربط بين عنصرين من 5,77 6:6 ) / 

شتعريف: . 

إن (0:24) - 8 هو البيان الجزئي المولد بوساطة مجموعة العقد 44 في 
© إذا كانت (7 طرف لعنصر ينتمي إلى 1/,24<ا:() - لآ, 
تعريف: ؛ 
نحصل جربب ان جوزي« كين 9815 بإهؤاة ما بل 5 
أ- نحذف العقدة م من مجموعة العقد 77. 


ب- نحذف من مجموعة الأضلاع 85 كل ضلع المؤثرة على العقدة «:' 
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5 


تعميم: 
نحصل على البيان الجزئي (,«,....,«- © من البيان © حيث نحذف 
مجموعة عقد إير...,بط. 
تعريف: 
نحصل على البيان الجزئي (46-© من البيان © بعد حذف الضلع 6. 
مثال: 


ليكن لدينا البيان التالي: 


(:/)6 
الشكل (1) 
إذا حذفنا الضلع ,م نحصل على البيان التالي: 


9 


الشكل (2) 


0 


لعميم:* 
نحصل على البيان الجزتي [.16,.....0-© من البيان © حيث نحذف 
46 


مجموعة الأضلاع [.»,...,م!. 
تعريف : 
عقدة الفصل هي عقدة إذا قسمناها إلى عقدتين فإننا نحصل على بيان منفصل 


تماما. 


الشكل (3) 
إن 1 في هذا البيان هي عقدة الفصل حيث أننا إذا قسمناها إلى عفدتين 
نحصل على البيان التالي : 


5 6 


الشكل (4) 
تعريف: 
نقول عن بيان إنه بيان قانل للفصل إذ! احتوى على عقدة فصبل. 
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2- خوارزمية إيجاد البيان البسيط لبيان 
البيان البسيط © هو بيان جزثي مولد للبيان © ونحصل عليه من البيان © 
الخطوة (1): نحذف جميع العرى الموجودة في ©. 
الخطوة (2): لكل 1 ,م حيث «رغه د نحذف جميع الأضلاع التي تصل بين 
عدرير إلا واحداً. 


مثال : 


ليكن إأديتا البيان © هو البيان المعطى بالشكل (5): 


الشكل (5) 


أ- كل بيان من البيانات التالية بيان جزئي من البيان © 
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5 1 
6 6 4 
2 6 لل 7 7 6 6 
6 
١‏ 0 1 
1 
)0( 02 (111) 
الشتكل (6)* 
ب- البيان الجزئي المعطى في الحالة (©) من الفقرة (أ) بيان جزئي مولد 
للبيان 0 إ! 
ت- البيان الجزئي البسيط للبيان 0: 
62 0 006 
4 : 
6 66 
00 0 


ث- البيان الجزئي المولد بوساطة مجموعة العقد (2,بر,ع] هو: 


0 
ىيى 
2 م 
© 
.م 


ج- البيان الجزئي المولد بوساطة مجموعة الأضلاع [,©,,م) هو: 


الشكل (9) 
ح- البيان الجزئي 0)-© هو: 


الشكل (10) 
خ- البيان الجزئي (,4- © هو: 


3- البيان المترابط 
تعريف : 
ليكن (5:/) - © بياناً وليكن 17عبر,.د حيث «رغدبد. نقول أن العقدة ب 
مرتبط بالعقدة بر إذا وجد ممر من * إلى «.(الممر متتالية من العقد 
والأضلاع أي ولاو بسو "٠"‏ ولاو رك را حيث راع بلا من أجل ثر 1) ش 
ملاحظة: : 
إذا كانت متتالية الأضلاع المباشرة للعقدة ‏ دائرة طولها صفرء فإننا نقول 
إن العقدة د مرتبط بنفسها. 
تعريف : 
إن البيان © بيان مترابط إذا تحقق ما يلي: 
إذا كان من أجل أي عقدتين 17 ع«ر,:د" فإن العقدة د مرتبطة بالعقدة «ر 
بضلع أو متتالية أضلاع. 
تعريف : 
إن البيان © بيان غير مترابط إذا وجد عقدتين 77 ©د,« بحيث تكون العقدة ' 
غير مرتبطة بالعقدة ا. 


مثال: 

0( البيان المعطى بالشكل (12) بيان غير مترابط 
> 
7 / 
١ 7‏ 
يبدا 
١ 9‏ 
0 19 
١‏ 
و 

الشكل (12) 
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(ب) البيان المعطى بالشكل (13) بيان غير مترابط 


0 


الشكل (13) 


0 


تعريف: 
نقول عن بيان (1:/) - © أنه مترابط من الدرجة / ٠‏ إذا تحقق ما يلي: 
إذا حذفنا منه # عقدة مختارة فإن البيان الناتج بيان غير مترابط 
مبرهنة (1) 
ليكن لدينا البيان (5:/ا) - 6©. نعرف العلاقة 7 على مجموعة العقد /1 كما 
يلي: 
لكل عقدتين 1 ع«ر,9ء توجد العلاقة 7 إذا وفقط إذا كانت العقدة د 
مرتبط بالعقدة «ربضلع أو متتالية أضلاع. عندئذء إن العلاقة 7 علاقة تكافؤ 
على البيان ©. 
البرهان: 
بما أن كل عقدة مرتبطة بنفسها فإن العلاقة 7 انعكاسية. إذا كان 
بدو _بكر..., 56د ممر من العقدة ,نا إلى العقدة .ود فإن ,6,...ون,©,,ة ممر 
من العقدة ,د إلى العقدة ,ا وبالتالي فإن العلاقفة 7 تناظرية. إذا كان 
رار بب©,...ى©, :د ممر من العقدة ,نا إلى العقدة ربد وكان ,17 مي56...,6ا 
ممر من العقدة ,د. إلى العقدة ,دا فين ىا بى6, ٠.١‏ ,6 0ل ررد يورو :2616 
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* 


ممر من العقدة ,ا إلى العقدة ٠,‏ وبالتالي فإنه يوجد ممر من ,ا إلى ,لا. إذأ 
العلاقة 7 متعدية؛ وبالتالي» فإن العلاقة 7 علاقة تكافؤ على البيان ©. 
تعريف: 1 
ليكن لدينا البيان © معرف علية غلاقة التكافؤ 7 المذكورة في المبرهنة 
(1). نفرض أن ,7,.... 77 هي صفوف التكافؤ. لكل 1>1>7# نرمز بالرمز 
© للبيان الجزئي مترابط المولد بوساطة مجموعة العقد /1. نسمى ,© مركبة 
من البيان ©. 
أن كل مركبة ,© تحقق ما يلي: 
أ- ,© بيان مترابط 
ب- إذا كان 8 بياناً جزئياً مترابطاً من © وكان ,© بياناً جزئياً من 8 فإن 
8-0 (أي عقد 8# هي عفد ,0 وأضلاع 8 هي أضلاع ,0) 
مثال: 


ليكن © البيان المعطى بالشكل (14). 


4 
1 
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الشكل (15) 


ول حبسم ابر يسوم 


(ه )»> ود مر (كبناه 2 -> 6 داز 
4-إ5| 4- | 
الشكل(16) 
مبرهنة (2) 


ليكن لدينا البيان (5:/) - © بيان مترابط عدد عقده ,| /11 عندئذ فإن عدد 
أضلاعه أكبرٌ أو يساوي 4-1 <81 | حيث : عدد صحيح يحقق 1< . 

البرهان: 

نستخدم طريقة الاستقراء الرياضي على . 

من أجل 1-» فإن 1-1-1-0-» واضح أن عدد الأضلاع أكبر من أو 
يساوي الصفر. الآن نفرض أن المبرهنة صحيحة إذا كان البيان مترابطاً وعدد 
عقده أقل أو يساوي 4. الآن» نفرض أن (“”) - “© بيان مترابط حيث 
4+1 -||. وليكن 

(يوجد بيان مترابط عدد عقده 4+1 وعدد أضلاعه 72:78 > 5, 

بماييأن كء || فإن 4ع 5 وبالاستناد إلى مبدأ الترتيب. نجد أنه يوجد عدد 
أصغري +4 في 5.إذن»ء يوجد بيان مترابط (8:/)- © حيث 
*- ها ++ -|/|. نختار أي ضلع ‏ عم ونعتبر- البيان 
(((7,8-1) - ((6)- 6))» من تعريف + ينتج أن (46- © بيان غير مترابط. 
وبما أن © مترابط فإننا نجد أن 6-4 يتكون من مركبتين 
: ,071 - رنام (رط :يل - ينا ١»‏ إذاً ا+ارظ اك اداكاء بحسب الفرضن 
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الاستقراء نجد أن: 
1-اظ|< ارام 1 - لوك < يهل إذا 2 - إي#|+ ام|< إرك|+ كا 
وبالتاليء فين 1-|7|+ |,1<|1+|إي5|+ || إذأ 1-|/|< |8|. ولكن من 
تعريف 4 نجد أن - إقه| < |'ه|. إذأ 1-|/|د- |#[< اها 


تمهيدية: 
إذا كانت ,#, ...و و7 أعداد صحيّحةا موجبة من *27©,أثبث ضلحة 
المتراجحة: 
(4- 0*0 0ك 2 
ا<ة عن ]دز 
الحل: 
إن 86-1 هي 2-1 أو 1-ي» أو 1- يم كر 1حية 
لدينا: 
(1-صم) مسنم 4 1ع ي22) + (1- رم) د (1- 22 
(1س ا سر يه 7 20 0-2 


2 56> 0 ا 
اعم ادر 


بتربع الطرفين : 
03 4 
*4- بسرح]د :1« - بهم رج] 
حر 1دز 


أعز 


اميم 412 0 ا -1[2- ل 
لا ادر 


إن الأعداد 1-م) 


موجبة كون الأعداد 4249 ...16 ولأ “هوخ من -2 
إن : 
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وبالاستفادة من (1) نجد: 
*[(1- يهم + + 1 يه + 1 - 00 
ال 2 2-1(7).. لل 12س رص ل 2 (1سسم) جد 
اع اع 


بحيث رع 1 


)+ 20 روه (1- ,12)0- در 2 ...+ 12 ,و0 


71 رك ادر إدز 


حيث رع: ٠»‏ وبحذف الحد ( الموجب ) ١ر0‏ بم 2 من الطرف 


0 
ادلي 1-1 


الأيسر للمساواة حيث رع: نجد أن : 
03 * 
“1 ,سرح ع2 - :“(رمزح) > *1-,م) 7 5صصظ2ظ2 
1 0 


ادم 


0 01 9 1 ا 


ادر اعم ادر 


8+ 20 1 > ذا - ,2 - 7 
اءزر ادم 


كذ 


+ 1 30 20 مراك 


221 اعد ادر اع [دز 


_- ا + كت 1 3 510 3 
دز جنا ادر لعز 


(1-غ)# + 2-1 1 
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03 03 
[- ب«( 2](-)) - “مرق - 
آدزر أ 
03 
6- 10 ا 0 1ت 
اع ا آدر 
وهو المطلوب 
مبرهنة(3) 
ليكن (5:/) - © بياناً بسيطاً فيه عدد عقدة || ولنفرض أن هذا البيان 
مكون من # مركبة عندئذ فإن عدد أضلاع هذا البيان: 
(1+- م( - م 2 كا | 
البرهان : 
نميز حالتين : 
الحالة الأولى: إذا كان 1-+ ( أي أن البيان (5://) - © مكون من مركبة 
واحدة ) وكون البيان بسيط فإن عدد أضلاع هذا البيان هي على الأكثر ٠‏ 
(1 1 (1-ه)م 
كد اين و 2كاما 


وإذا عوضنا 4-1 في المتراجحة - (1+-م.ه- مج > إه| نجد: 


1 1 
1 - »)> - (1(.)8-1+1-) 2ك ها 


الكافةة د 
وسحدة 


إذأ المتراجحة صحيحة. مر 

الحالة الثانية: إذا كان 1<م/ أي أن البيان مكون من أكثر من مركبة » 
ولنأخذ المركبة 1 حيث: #4>:> [ولتكن 1 مجموعة عقد هذه المركبة و 
مجموعة أضلاعها. 

وليكن عدد العقد في7. هو ,م فإنه نجد أن : ود بيرلا 


أدز 
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وإذا نظرنا لكل: مركبة على أنها بيان فإن عدد الأضلاع في المركبة 1 


سيكون: 
(3- 00 || 
إذا 
1 03 2+ 
(1- ,)نز 2ك ارج 
ادم از 
03 3 
(ح به)نبمر2 ]|:| جى 
21م اعر 
إن: 


0 3 زود لآ (1- 07 


]دز ادر دز ادر 


حسب التمهيدية فأن: 


6 2 ده 3 ا 
22( دز لعز دز 


03 
وبما إن : 2 
]ادم 

فإن: 


مك ب ,مت - م رب كاز - رمق 
عر 


أعز دز 


حيث د ١‏ مد ١‏ مل ب نر لايرو 
5 اجر دز 


از 


03 
« > (1 -1()20- ) - ”م ك (1- ,)رمز جد 
دز 
ل 2 سيره عير 2) د تور 
ل تع جور ورة ل عجر 2 - تور - 
أ شع وس عور 2 ورد 
(1-غ)2 + م(1- ع1 2) - ثررع 


نريد عددين مجموعهما (28-1) و حداؤهما (4-1) بملاحظة العددين 
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0 


و 1-#نجد أن: 
ِ 6-1-2-1 +ع 
تح 
(1-ع)ع - 1 -#) *ع/ 
(-م)((1-#) -م) - (1- )ع + و1 )لمر 
(-م)(ا +ع )ع 


وبالعودة للمجموع 
(ا+ع-م) -م) > (1- 0 
]12 


0 
2 1 
نجع - موه -م 4 كه - بم برد > قن - إقاجد 
]دز 


اد 


(لعمك 0-0 كإطاج 


عدد المُركبات في. البيان»ء حا17 عدد العقد في البيان. 


مثال: 
فداه | هخم دنس و هاح دا حا 
(4)3 59 00 6 (32 ع 1 000 ابد (20 (1-مام 
ان ارين 2 2 2 2 


وبالتالي |2| لا يمكن .ان 


يتجاوز 10 0100 


2 


كيد  ,|5|‏ 5صدير 

15 - إهكهاى. ‏ 26م 0 

54 1ح جواور 

وركاكة _ لماع 10- 22 ا 
2 


الشكل(18) 
تعريف: 

ليكن لدينا البيان (5:/) - © وليكن الضلع 5 ع عندئذء إن الضلع © جسر 
في © إذا وفقط إذا كان (46-© نحصل على بيان مكون من عدة مركبات. 
مبرهنة (4): 

ليكن لدينا البيان (7:5) - © وليكن الضلع 5 ع عندئذ» إن الضلع © جسر 
في البيان © إذا وفقط إذا كان الضلع © غير محتوى في أي دائرة من دوائر 
البيان 6. بيه 

البرهان: 


نفرض أن الضلع ‏ «د,) -م جسر في البيان 6. إذأ 6-0 غير 
مترابط. نفرض أن الضلع م محتوى في دائرة. لتكن هذه الدائرة هي: 

د ابيز © - ,7.6 كاوتوووة ا 79د جره إذاً 
فإن لك برط © حتا ره را 1172و الاح او 6 در ..ويول923 6و 3ت بز 

ممران من العقدة د إلى العقدة «ر. ..وبالتالي» إن أي عقدتين مرتبطين 
. بوساطة ممر يحتوي على الضلع » فإنهما مرتبطان بممر لا يحتوي على الضلع 
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© وبما أن البيان © مترابط فإن (4-© مترابط. إن هذا يناقض أن 
()- © البيان غير مترابط وبالتالي» فإن الضلع © غير محتوى في أية دائرة 
من دوائر البيان 6. 3 

الآن نفرض أن الضلع © غير محتوى في أية دائرة ونثبت أن الضلع > 
جسر. نثبت المكافئ العكسي. لذلك؛ نفرض أن الضلع م ليس جسراً في البيان 
6. إذأ البيان (4-© بيان مترابط. ليكن («ر,»*) - © إذأ يوجد ممر 
0 3 © ,..., 6و2 حير في (16-© وبالتالي» فإن :د,6,” حت د ©,..., ,4 رد عد مد 
دائرة في البيان ©. 


4- البيان المتمم 
ليكن لدينا البيان البسيط (6:5)+-6. فإن البيان البسيط المتمم للبيان © هو 
البيان (5:/) - 6 وفق ما يلي: 
من أجل أي عقدتين 17 عدرلا حيث برعو فلن 5 ك(,ة) إذا وفقط كان 
5 »© (ر,) نقول أن البيان © هو البيان المتمم للبيان ©. 


مثال: 
متممات البيانات التالية: 


0 و 


الشكل(19) 
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0 5 
4 8 
0 0 سس سس ) 
44 2 
الشكل(20) 
على التوالي. 
مبرهنة (5) : / 
إذا كان البيان © بياناً بسيطاً فإن البيان © أو .البيان المتمم 7 بياناً مترابطاً. 
البرهان: 0 1 
!إنفزض أن © غير مترابط ونثبت ت أن © مترابط. لتكن: 0 حي 
مزكبات © وليكن /اء'ر,د حيث لزعب ٠‏ نفرض أن:” ١‏ 


: و © لكل #,...,1-1,2. إذا وجد /عذم حيث الع عر افإن 
م وبالتالي فإن رامن المقد 5 إلى ا العقدذة؛ أ لز في البيان 


ع مر إذاء 5 ع (لأرج),(2 8 27 
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تمارين 


1- أوجد جميع الجسور في البيان المعطى بالشكل التالي: 


2- ليكن لدينا البيان المترابط (7/:5)© حيث لا يحتوي على دوائر. أثبت أنه 
يوجد على الأقل عقدتين بحيث ب«رعد+د في مجموعة العقد 7 و يكون 
1- (ج)ععل - بوعل 

3- أوجد جميع البيانات الجزئية للبيان المعطي بالشكل التالي: 

م 


2 0 
4- ليكن البيان © المعطى بالشكل التالي: 


أوجد البيان الجزئي المولد بوساطة: 

أ- مجموعة العقد [ى,/,لا,ند) 
٠.٠‏ ب- مجموعة العقد (2,”,ز,ع؟ 

ت- مجموعة الأضلاع [ببرك, ره 


5- ليكن لدينا البيان البسيط (6)7/:5. 


أ- إذا كان 6-|7| فأثبت أنه يوجد دائرة طولها 3 في © أو 0. 
ب- بين أن العبارة (أ) ليست صحيحة إذا كان 5- |7|. 
6-ليكن لدينا البيان (7:5) © وليكن 
17 : )ع0 هم - . 
أثبت أن |34|7 > |5 |2 > |17|:م 


17 6ه ()ع 06 متم 5 


7> بين-فيما.إذدكان أي من البيانات. ,27,3 بياناً جزئياً من البيان © 


1 
4 1 
1ل 
١‏ -- و اير 
0-7 
6 


2 3 


3 1 


8 
1 

ا 1 1١‏ 
بجبذا 


. 1 


8- أثبت أنه إذا كان البيان © بياناً يحتوي على عقدتين فرديين فقط فإن هذين 
العقدتين تنتميان إلى نفس المركبة في ©. ٍ 
9- أوجد البيان المتمم للبيان المعطى في الشكل الأتي: 0 ا 

1 0 
١ 1 0 2 
1 


0- ما العلاقةٌ بين عدد أضلاع البيان © وعدد أضلاع البيان ©. 


1- ليكن لدينا البيان المترابط (6)/:5© ولا يحتوي على دوائر بحيث 
م - [مآ| 


أثبت أن 7-1 |5|.(استخدم مفهوم الاستقراء الرياضي). 
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ا 


الفصل الثالث ” 
ٌْ المسارات والدوائرءبيانات أولر وبيانات هاملتون 
قطصة:21) تمغتتسد1]1 لصد معلن8 روعاءي اوصسه عطغهم 
1- مقدمة ' 
إن مفهوم المسارات والدوائر في البيانات له أهمية في نظرية البيان وخاصة 
في المجالات التطبيقية لنظرية البيان. 


2- تغازيف 

ليكن لدينا البيان البسيط (6)7/:5© وليكن 7 ج«ر,+ ليكن + -ا /1! حيث 1< , 
عوااهت جبح|؛ 

تعريف: 


المسار 1/811 : في بيان من عقدة م« إلى عقدة ,ا هي متتالية متناوبة من 
العقد والأضلاع [,ا,,,.... ره ,, »,ولا - مد بحيث أن ,6 يربط بين العقدتين 
بلاو راط من أجل 2# د 1 

تعريف: 5 

المسار الموجه : هو متتالية متناوبة < ,«ا,..., ,د >- مد من العقد والأقواس 
بحيث أن مصدر القوس ,2 هو عقدة الهدف,د للقوس ,2 من أجل 
...12 - 1 35 

تعريف: 

طول المسار (المسار الموجه) هو عدد الأضلاع (الأقواس) في المتتالية. 
يكون المسار مسار مغلق إذا كانت عقدة البداية هي نفسها عقدة النهاية. 
مثال : 


< 3و ع فال و© ولا ,و و ولا كي وعد ككس ما 
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مسار مغلق طوله 5 


)1( اشك‎ ٠: 

نقول عن العقدة ‏ إنها قابلة للوصول 76318616 من العقدة » إذا وجد 
مسار من * إلى «. 0 

نقول عن بيان أنه مترابط 160ع0806ه إذا وجد مسار بين أي عقدتين «,:. 

نقول عن بيان موجه أنه مترابط بقوة 2260160م» 'إآع500 إذا وجد بين 
عقدتين مره مسار ابرق من إلى « ومن ١‏ إلى ::. 

البعد ع015]820 بين تن 1 مرااطول أفقصروسارهمن,.ء: إلى #أو فو 
مه إذا لم يوجد مسار بينهما. 


7 


تعريف: 

إذا كانت ولو ني4,":تولاتكد لا متتالية متناوبة من العقد والأضلاع حيث 
رت لويد - إلا و (,س, :)- ,ع وذلك من أجل أ : فإننا نسميها مشاراً من بر 
إلى «ر. 


5 


تعريف: 


إذا كانت ,ا,,,»,-:., و به, بد متتالية متناوبة من العقد والأضلاع حيث 


و9 
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ناح رباد داو (با,,) - ,» وذلك من أجل أي فإننا نسميها مساراً مغلقاً 


من إلى بد 
تعريف: ش 
إذا كان ,«اى,»,:...ولا,,6, ,د مساراً من 2 إلى در فإننا نسميه طريقاً إذا كان 


ر»» به من أجل زر غ: 


5 


تعريف: 
إذا كان ,,ر,6.:..,ره.ره, ,ا طريقاً مغلقاً من ند إلى عد فإننا نسميه (دائرة) 


تعريف: 

إذا كان ,«اىر,».:...وة, ,»ررد مسار من © إلى بر فإننا نسميه مما إذا كان 
بلعو ,نا من أجل تر عد 
تعريف: 


إذا كان ,,,©,»٠.,و«,رء,,ط‏ ممرا مغلقا من م إلى #« حيث 3< فإننا 


نسميه دائرة. كما نسمي الممر المغلق تد,ي6ويلا,,©,ة دائرة إذا كان ,© * ,© ٠‏ 


5 


تعريف: 

فليم ,ب##دء.:-.. رد, هر #مساواكقق + إلى «روفإننا نوكو يلبكم المياثآر 
بالرمز (,,6,....ك©. يلاو 8,6 وإذا كان را مغلقاً من * إلى م فإننا نرمز له 
بالرمز 1 إذا كان #: مساراً مفتوحاً (أو مغلقاً) ونعرف طول المسار ؛ بأنه 
عدد الأضلاع التي يحتويها ونرمز له بالرمز 10 
تعريف: 

نقول إن المسار 7 فردي إذا كان )7 عدد فردياًء ونقول أنه زوجي إذا 
كان 100 عدد زوجياً. 
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ليكن © هو البيان المعطى بالشكل (2) 


الشكل (2) 


نلاحظ أن 
أ- هيع ية وورء* مسار من + إلى بر طوله 5. 
ب- «,ك ي» © م6 :© ,© ,© ي6* فردية طولها 7 وليست دائرة. 
ت- ' يع © )© ,26 دائرة زوجيةاطولها 4 
3- مبرهنات المسارات 
مبرهنة (1) 
ليكن لدينا البيان البسيط (:/1)© وليكن 7 ع«ر,د ليكن ,م | /1ا 


أ- إذا كان ,لاور,ك,:٠:,‏ رلا ك, بد ممرأ من العقدة م إلى العقدة «زافإنه طريق '' 


من العقدة مد إلى العقدة بر. 


ب- إذا كانت ,«رر,4,:.., ود ,», رد ممراً من + إلى بد فإنه دائرة من بدإلى + . 


10 


البرهان: 

أ- نبرهن المكافئ العكسي. نفرض أن ,لا ر,ك,:٠.,ولا,,ك,‏ بد ليس طريقاً. 
إذأ يوجد : و آر حيبثة 'رعع: و ره - ,. إذأء إن طرفاً للضلع ,» يتكرر 
في المتتالبة_ويالناليتإتا”277ت#صمل_رهذا تناقض وبالتالي فإن 
وو © ٠:‏ ولا ,6 رلا طريق من العقدة : إلى العقدة <. 

ب-نبرهن المكافئ العكسي. .نفرض أن ,«ادر,©.::.را, »,با ليست دائرة. إذاً 

يوجد ر ؛ حيث ره ح ,» .نميز حالتين: 
- إذا كان 5-3 فإن وناو يء, ولا,,ء, ,نا ليست دائرة لأن © دق 
-. إذا كان 5<3 و ر>:. إذا كان ,» عروة عندئذ فإن المتثالية 
ليست دائرة. نفرشل أن ء اليس عروة. إ1 /أوجة لدت الشاام 
» مختلف عن ,ا ويوجد طرف للضلع رء مختلف عن ,2037. 
وبالتاليج» فإن طرفاً مختلفاً عن ,اح ,ا للضلع ره - ,» يتكرر * 
في المتتالية. 
إذأء المنتالية ,,لا, ,٠ ٠١,4,‏ رلا, ب©, ,ند ليست 0 وهذا تناقض وبالتالي 
فإن ,لاد ,6 :”و ولاورك, رلا دائرة من بد إلى مد.. 
ملاحظة: 
إذا كان المسار ‏ دائرة فإنه ليس بالضرورة دائرة ٠‏ وبالمئل إذا كان 
المسار»: طريقاً فإنها ليست بالضرورة ممراً. 
مبرهنة (2) 
ليكن لدينا البيان البسيط (7:5)© وليكن 17 ع«ر,د ليكن م حا /[ا 
أ- إذا وجد مسار من.م إلى فإنه يؤجد ممن من + إلى ابر . 


ب- إذا وجد مسار من + إلى ند فإنه توجد ذائرة من ند إلى 
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البرهان: 

أ- نفرض أن (يوجد مسار طوله م من + إلى :م)-4.. إذن #ع4. 
بالاستناد إلى مبدأ الترتيب. نفرض أن «7عدد أصغري في 4 بحيث 
بكرن م ٠١.6‏ مسار #لللصمرير من + إلى «ز. إذا وجد ثر >1 
لأحيث ,داح ,« فإنق ,ويه لاوزير 6و راو ...و رالا مسار من د 


5 


0٠د‏ هيز 6د نير« حابر 


إلى وطوله أصغر من :م وهذا تناقضء إذا فإن ,ب “ادي4,:.ءدولاى6 إلا 
ممر من +« إلى . 
ب- البرهان مشابه لبرهان الفقرة (0. 


مثال : 

البيان المعطى في المثال السابق. لاحظنا في ذلك المثال أن 
و2 و ج786 رك مكو و6ر ويورة رو© ون ,يب دائرة من :د إلى + . إذا .حذفنا المسار 
من > إلى > فإننا نحصل على الدائقة *,,©,2,ي©,ا .8,6 ٠‏ 
مبرهنة (3) 

ليكن لهينا البيان البسيط (17:2) - © . إذا وجد 7ع «ر,تدوبر عد حيث يوجد 
ممران مختلفان من + إلى فإن © يحتوي على دائنة: 

البرهان: 

إذا احتوى البيان © على عروة أو على ضلع: مضاعف فإن البيان © 
يحتوي على دائرة. ' 

الآن نفرض أن البيان © يحتويدٍ على دائرة. ونفرض- أن 
7 راو و6 و 6و رك ع م 2 مت مولا ررب .م.ولا, 6 رولا -نر ممران مختلفان 
من ا إلى بر. بما أن الممرين” مختلفين” فإنه يوجد م حيث 


0 
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3 


بالوك تاو ولكن ,بزء دا نضع (يوجد 2/كار>1 حيث 
رلاع عدم م > "> م) ع4 يما أن ,برح بد فإن 4 عم وبالتالي فإن #-4 
بالاستناد إلى مبدأ الترتيب» يوجد عدد أصغري / في 4 . إذن يوجد +7 > > 
.حيث ,برع ,ند الآن نعتبر المسار المغلق: 

2_1 جح ىتمو ذال ودر 6و - تو بع 6و 6 تو 26 - كر 

إن هذا المسار مغلق يبدأ.من ,د ثم يتبع الممر الأول لغاية ,,د ثم يعود 
متبعاً الممر الثاني لغاية ,,ر.بما أن ,برع ,د فإن طول هذا الممر المغلق أكبر 
أو يساوي 3. من تعريف الممر ينتج أن ,د,..., .د عقد مختلفة» وبالاستناد إلى 
تعريف © ينتج أن ,برع ,د من أجل / > م >1-غ,/ > 5 >1-: إذن» إن المسار 


المغلق المنشأ هو في دائرة من ربد إلى ,بد » أنظر الشكل (3). 


الشكل (3) 


.ملاحظة: 
ليكن لدينا البيان البسيط (7:5) - © حيث2 لا يحتوي البيان © على دوائر 
وليكن 17 عبرء ,بر #«. بالاستناد إلى المكافئ العكسي للمبرهنة (1) نجد أنه 
يوجد على الأكثر ممر واحد من د إلى /ء. 
4- بيانات أويلر 
تعد مسألة البحث عن مسار ذي مواصفات معينة في البيان من المسائل 
الهامة في نظرية البيان. ومن الناحية التاريخية» فقد بدأ أويلر دراسة هذه المسائل 
حندما قام بحل مسألة الجسور السبعة. 
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تعريف: 
٠.لتكن‏ . © -دائرقرفي البيان 6. نقول إن © دائرة أويلر في البيان © إذا 
اكانت تحتوي على جميع عقد وتجميع:أضلاع 6 نقول أن © بيان أويلر إذا كان 
© يحتوي على دائرة أويلر. 
تعريف 
ليكن لدينا طريقاً 17 في البيان ©. نقول إن 17 طريق أويلر في البيان © 
إذا كان يحتوي على جميع عقد وجميع أضلاع البيان ©. نقول إن البيان © 
يان نصف أويلر إذا كان البيان © يحتوي على طريق أويلر. 77 
'ملاحظة: 
توجد أكثر .من طريقة لتمييز الببانات» كما توجد أكثر .من خوارزمية لإيجاد 
ادوائر أويار. 
مبرهنة (4) 
ليكن لدينا البيان المترابط (7:8) - 6 الذي يحوي الدائرة 
بردو © و وو 06 1 2« و ليكن ل دين البييان 
ع لغيه - 5 - 78و يون ع دي ابل تان 
ع رها- ظ, ")دو بحيث 
) عقدة غير عزولة في 2: 7 ©« ) - ”2 عندئذء إذا كانت معو ”1 
فإن كلد ا 7 
البرهان 
لتكن العقدتين [,ند,.... ود, اعد و 77 و بما أن البيان © بيان 


: مترابط فإنه يوجد ممر الات ,لا ب© ...., ولاو 6 إل د من العقدة +« إلى 
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العقدة بر في البيان ©. ليكن 2 >1>75 هو أكبر عدد. صحيح بحيث تكون 
العقدة [ ,ند,..., يتد, ,دا ج بر .نميز حالتين: 
-من أجل حم فإن العقدة«ر غير معزولة فإن/لاع بر »ء إذا 
توتو 27 م17 ,ا عرء. 
- من أجل «#« >: فإننا نستنتج من تعريف ”« أن العفدتين 
بو ولاو 5 89 و ا 3 5 6 اجلل وبالتالي» فإن الضلع 
' [دك...., ي», ع © »2 إذا الضلع 6 ضلع في البيان '© وبالتالي فإن 
العقدة ,بر غير معزولة فإن '7 ,لز و[يتد,...ى ودى وأا مر 
إذا فإن © 16 ,ند...., يند, ندا حصالا 
مبرهنة 5 
ليكن لدينا البيان (7:5) - © جميع عقده زوجية» فإن البيان © لا يحتوي 
على جسور. 


البرهان 


ليكن # ع(ر,<) -» ولتكن جميع مركبات البيان © هي 
(,ك: 1) - ©,..., (,1:5) - ١0,‏ عندئذ يوجد عدد صحيح /1>70>7 بحيث 
,5 >6» إن المركبة ,,© بيان مترابط وأن جميع عقدها زوجية وقدرة كل منها 
أكبر من أو تساوي 2. ننشئ دائرة من العقدة ‏ إلى العقدة # بحيث تحتوي 
على الضلع © كما يلي: ليكن ,ند - ,6ك ء , برعي عند ذ(تحصاكئل على 
الطريق يد, 6, بد و بما أن 2< (,ج)عءك فإنه تولحد العتدة ء حيث 
[16- ,5 22,2(6) وليكن يند- 2 و (بندء.ينة) > يم» فنحصل على الطريق 


205 


و و86 الآن» نكرر هذه العملية على ,د ففحمصل على الطريق 


و6 وأو 6 جر ,6 5 ١‏ 


بما أن البيان © بيان منته فإن تكرار هذه العملية يتوقف بعد عدد منته من 
الخطواتء. لنفرض أننا حصلنا على الطريق ,د,..., ,©, ,د بعد عدد منتهي مسن 
الخطوات. إذا فإن 0-(,2)ع6ك في البيسان ([ن,...يه, 16- بر 7 - . 
أن كل عقدة في المتتالية ,,؟,....,ه,,» تتأثر بعدد زوجي من الأضلاع 
الموجودة في هذه المتتالية: وبالتالي فإنه إذا كان ,+ ,د فإن العقدة ,ند عقدة 
فردي في ,© و بما أن العقدة ,د عقدة زوجية في البيان ,© فإن ,ندح ,د 
وبالتالي فإن المتتالية ,د,....,»,د دائرة تحقق المطلوب وبالتالي توجد دائرة 
تحتوي على الضلع » وحسب المبرهنة (3) ؛ نجد أن + ليس جسراً في ©. 
وهو المطلوب 
5- خوارزمية إيجاد دوائر أويلر 

مبرهنة (6) 

يكون البيان (:7) - © بيان أويلر إذا وفقط إذا كان البيان © بيان مترابط 
وكانت جميع عقدة زوجية. : 

البرهان 

ليكن البيان © بيان أويلر» إذاً تومد اتهون داك ددت 2 رذة., زد يود ع د 
تحتوي على جميع أضلاع البيان ©. أن البيان © بيان مترابط وأن كل عقدة 
في المتتالية ,.,6,..., يند,.,» تتأثر بعدد زوجي من الأضلاع الموجودة في هذه 
المتتالية» كما أن العقدة ,دح دم تتأثر بالضلعين ,» و ,,ء. إذأء جميع عقد 


البيان © عقد زوجية. 
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نفرض أن البيان © بيان مترابط وأن جميع عقده زوجية. ننشئ دائرة أويلر 
في البيان © وفق الخطوات التالية: 1 
الخطوة 1: نختار العقدة 17 © ثم نضع ,برح عد وبماأن 2<(#«)وءل فإنه 
يوجد 5 »(ر,+) -» وبحيث ,+ براو ,6< » حسب المبرهنة 
(5)» فإن البيان © لا يحتوي على جسور وبالتالي فإننا نستطيع 
أنيننث 3 دائرقيد - ره سنا ه. ددع منرء إلى بد 
بطريقة إثبات المبرهنة (3) نفسها. 
الخطوة 2: إذا كانت المئتالية ,ند, ..., ©, ,د دائرة أويلر في البيان © فإننا 
نتوقف. أما إذا كانت هذه الدائرة ليست دائرة أويلر؛ نرمز ب 
(,7:5) - ,© للبيان الذي نحصل عليه من البيان © بوساطة 
حذف أضلاع هذه الدائرة وحذف العقد المعزولة الناتجة بعد حذف 
هذه الأضلاع. أن جميع العقد في البيان :0 عقد زوجية . حسب 
المبرهنة (4) نجد أن المجموعة [,د,..., 1ح ,1 غير خالية. 
ليكن لدينا العقدة [,<,...,يد, اج ,ل »© ردو حسب المبرهنة (3) 
. نستطيع أن ننشئ دائرة 3 حار و برك ار وز عوبرلا حر هن 
العقدة ,ند إلى العقدة ,ند في البيان ,06> ثم نضيفها إلى الدائرة 
الأولى» فنحصل على الدائرة: 


كب 6ر6 رن حت ورلا د و6 لواو ولا حت رو و 6ك :2 


الخطوة 3: نكرر الخطوة (2) على الدائرة الأخيرة التي خحصلنا عليها في 
الخطوة (2). بما أن البيان © بيان منته فإن عملية التكرار توقف 
بعد عدد منته من الخطوات؛ نحضل على دائرة أويلر في البيان 
©. وهو المطلوب 
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مبرهنة 27( 

ليكن لدينا البيان (7:5) - 6» عندئذ» إن البيان © بيان نصف أويلر إذا 
وفقط إذا كان البيان © مترابط ويحتوي على عفدتين فرديتن فقط. 

البرهان 


ليكن البيمان © بيان نصف أويلرء عندكذ يوجد طريق أويلر 
> ,ند...., », ,دعا في البيان ©. أن البيان © بيان مترابط وأن كلاً من 
العقدتين و بر عقدة فردية» بينما عقد البيان © الأخرى ,,د,..., ,يد عقد 


5 


زوجية. 

نفرض أن البيان (7:5)-© بيان مترابط ويحتوي على عقدتين فرديتن :د 
و بز فقطء نضيف ضلع جديد (,*) -ء إلى البيان © فنحصل على بيان جديد 
(1/:57) - 8 بحيث [ءآن8 -8 . إن البيان 87 بيان مترابط وأن جميع عقد 
البيان 8 عقد زوجية. 


حسب المبرهنة (6)؛ نجد أن البيان 8 بيان أويلر» إذاً توجد دائرة أويلر © 
في البيان 7 » نحذف الضلع + من الدائرة © فنحصل على طريق أويلر 17 
في البيان © وبالتالي» فإن البيان © بيا؟. نصف أويلر. وهو المطلوب 

مدينة تقع على نهر وتنتشر أحياؤها على ضفتي النهر وعلى جزيرتين 
تقعان في النهر. تتصل أجزاء هذه المدينة بوساطة سبعة جسور كما في الشكل 


:)4( 
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الشكل (4) 


هل يوجد مكان في هذه | المدينة حيث ننطلق منه ثم نعبر كل جسر من 
الجسور السبعة مرة واحدة ثم نعود إلى المكان نفسه ؟ 


الحل: 


الشكل(5) 
هل هذا البيان هو بيان أويلر؟ أن البيان يحتوي على عقد فردية» إذأه البيان 
غير أويلر» كما أن البيان ليس نصف أويلر . 


مثال: 


استخدم خواززمية إيجاد دوائر أويلر لإيجاد دائرة أويلر في البيان المعطى 
بلشكل (6) 
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الحل 


نختار أية دائرة 4 : 


معو 1 ب اترايء ع 


نحذف أضلاع هذه الدائرة كما نحذف العقد التي معزولة الناتجة بعد حذف 
هذه الأضلاع فنحصل على البيان ,© : 


و 


و6 


#سيةه 


الشكل (7) 


نختار عقدة مشتركة بين الدائرة 4. والبيان ,6©. ولتكن العقدة «ر فنحصل 
على الدائرة 8: 
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[١‏ © + ب#© 2 م6 
بإضافة 8 إلى 4 : نحصل على الدائرة 2: 
3 ن© 5 مر © 4 و© ([ و© 1 ب© 5 م8 (٠‏ و6 ند 
بتكرار الحذف» نحصل على البيان ي0: 


ىآ 


الشكل (8) : 
نختار العقدة المشترك , ونحصل على الدائرة /: 


ى © م8 ,© # ,© ى 
بإضافة يم إلى 2ء نخصك علىودائزاة أوابار ع سم ا ا 
ديد بعاد وه 1 6 كوك 1 بك لز و© 8 ب©2 م726 و© ند 

ملاحظة : 

إذا كان البيان © بيان نصف أويلر فإنه بعد إضافة ضلع يبط بين العفدتين 
الفرديتن نحصل على بيان أويلر. ويمكن استخدام الخوارزمية السابقة للحمصول 
على دائرة أويلر ثم نحذف الضلع المضاف فنحصل على طريق أويلر في البيان 
©. يمكن استخدام الخوارزمية للحصول على طريق أويلر حيث نبدأ بطريق من 
عقدة فردية إلى العقدة الفردية الأخرى...الخ. 
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مثال : 
أوجد طريق أويلر في البيان المعطى بالشكل (9) 


الشكل (9) 
الحل 
نختار طريق (أو ممر) من العقدة الفردية :د إلى العقدة الفردية .. 
نختار الممر 4 : 


5 و© # © 7[ م66 


بعد الحذف. نحصل على البيان ,6: 


الشكل (10) 


نختار العقدة المشترك 5 ونحصل على الدائرة 8: 
4017© 4ك 2 ,16 


بإضافة 8 إلى 4» نحصل على طريق أويلر: 
82 


00 


5 و© 2 و© 7 ي© 4 ي© 5 ,© 7 ع6 36 
6- خوارزمي فلوري (وسس»!5) لإيجاد دوائر أويلر 

ليكن لدينا البيان الأويلر (5:/) -6. للحصول على دائرة أويلر في البيان 
© نطبق الخطوات التالية: 

الخطوة 1: اختر أي عقدة 1 © ,د وضع مد- 10. 

الخطوة 2: نفرض أننا أنشأنا الطريق < رمد ٠»,‏ ,ه ,ند ,© مد>- ,7» اختر 

ضلع ,بره من [رء,... يه, ,8-16 حيث: 

أ- بير يؤثر على العقدة ,ع. 
ب-الضلع ,برع ,ليس جسرا في البيان | رء, ار 023139 - ,ث 
إلا إذا لم يكن هناك خيار آخر. 
تضيع < إربرة رير© رد ر6 500 ي© 3 © ولد كت إبر1 

الخطوة 3: توقف عندما لا تستطيع تكرار الخطوة (2). 

مبرهنة (8) 

إذا كان البيان (7:5) - © بيان أويلر فإن كل طريق منشأة بوساطة 
خوارزمية فلوري هي دائرة أويلر في البيان ©. 

البرهان 

لتكن الطريق < ,ند ٠0:4,‏ ,د »© مد >- ,18 طريق في البيان ©6»: منشأة 
بوساطة خوارزمية فلوري. أن 0-(,:)عءك في البيان ,©» إذاً العفدة 
,د > مد وبالتالي فإن ,17 دائرة في البيان ©. لنفرض أن ,17الطريق لا تحتوي 
على جميع أضلاع البيان 6©. لتكن .مجموعة العقد(0 < )عه في 
7:0 ©*! - ى و 17-5 5. أن #+ ىء حسب المبرهنة (4)؛ نجد أن 
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© ةردو بهو 2 ص كر إذاً فأن 5 © ,. ليكن م > :>0 هو أكبر عدد 
صحيح بحيث 5 ,ند و 3ك ,دو لتكن المجموعة: 

| يربط بين عقدة من 5 وعقدة من 8:5 4-166 

من تعريف كا ينتج أن 8# ([,»,....,,..., ,6 8) م4 وبالتالي فإن 
لكر.ءو براك ([ بك.... ب8-16)ه4 .سب تعريف ««, نجد أن 
[بمعا -([.ك..... ها - ق)اصقء إذا فإن الضلع .,» جسر في البيان ,6 و 
بما أن العقدة 5 ء ,د فإن 0<(,:)ع6ك في البيان ,6: إذأء يوجد ضلع + يؤثر 
على العقدة ,ند بحيث ,»+2 و ,ب,ء +» و بما أن الضلع ,,,» جسر في البيان 
,© . حسب الخطوة (2) في الخوارزمية نجد أن الضلع م جسر في البيان 
6. لكن [5]م6 هو البيان المولد بوساطة المجموعة أ في البيان ,© إذاً 
فإن البيان [5] ,© هو البيان المولد بوساطة المجموعة 5 في البيان ,6. أن 
البيان ,© هو بيان جزئي من البيان ,© وبالتالئ:فإن البيان [5ى],© هو بيان 
جزئي من البيان [5],© وبما أن الضلع © جسر' في البيان ,,© فإن الضلع » 
جسر في البيان [5],© ومن جهة أخرىء بما أن الضلع ,,,» جسر في البيان 
,© وبما أن «>0>7 هو أكببر عندد صحيح بحيث ىاع« فإن 
[ك],© -[؟],©. ولكن لكل عقدة .ى.ع+ فإن («)عهك في البيان [5] ,© تساوي 
(د)عمك في البيان ,©. إذاء جميع عقد البيان [5],© زوجية. حسب المبرهنة 
(5): نجد أن البيان [5],© لا يحجتوي على جسور و هذا تناقض. وهو المطلوب 

مثال : 

استخدم خوارزمية فلوري لإيجاد دائرة أويلر في البيان © المعطى في 
المثال السابق. 1 
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الحل: 

نختار العقدة « والضلع ,ره ونكون الطريق 5يءل. الأضلاع ,© ,ه» 
مر» تؤثر على العقدة ى والضلع ,© جسر في البيان :(,6+- © .لذلكء يمكن 
اختيار ,> أو ,». نختار ,,ه ونكون الطريق #ممرع5 ,»«» ثم نختثار ,© ونكون 
الطريق > ,©4ى»56 ,6«»ء ثم نكون الطريق ,26 ب6 1م56 ,6م وذلك لأن ,6 هو 
الضلع الوحيد المؤثر على 2 في البيان [بك6,وه,ي»!- ©. إن الأضلاع 
و66 و6 تؤثر في العقدة «ر والضلع ,© جسر في البيان [,©,,©,مه,يم) - © 
لذلك نستطيع اختيار أحد الضلعين ,,,6. نختار الضلع ,6 ونكون الطريق 
+ .» نز م2 بك 4ن,»ى ب« على الترتيبء فنحصل على دائرة أويلر التالية: 

7677 © 5 و66 و© ل[ و© 3 و© ([ م26 © أو© كت و© ما 

ملاحظة: 

إذا كان البيان (7:5/) - © بيان نصف أويلر فإنه يمكن استخدام خوارزمية 
فلوري لإيجاد الطريق الأويلر شريطة البدء بعقدة فردية. 


7- بيانات هاملتون 

تعريف : 

ليكن لدينا البيان (7:5) - 6©. ولتكن © دائرة محتواة فيه» نسمي الدائرة 
© دائرة هاملتون؛ إذا كانت تحتوي على جميع عقد البيان ©و يسمى البيان © 
بيان هاملتون إذا كان © يحتوي على دائرة هاملتون. 

تعريف : 
إذا كان م ممراً في البيان 6©» نسمي الممر م ممر هاملتون إذا كان 
يحتوي. على جميع عقد البيان ©و يسمى البيان © بيان نصف هاملتون إذا كان 
يحتوي على ممر هاملتون. 
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ملاحظة: 

لا توجد خوارزمية ذات كلفة معقولة لإيجاد دوائر هاملتون في أي بيان. 
ملاحظة: 
1- إن مفهوم بيانات أويلر منفصل عن مفهوم بيانات هاملتون. 
مثال: 

البيانات المعطاة في الشكل (11) يبين ما يأتي: 

البيان (أ) بيان أويلر و بيان هاملتون.البيان (ب) بيان هاملتون ولكنه ليس - 
. بيان أويلر.البيان (ج) بيان أويلر ولكنه ليس هاملتون. البيان (د) ليس بيان 


أويلر وليس بيان هملتون 
0 ب ف 0 ا 
الشكل (11) ا 
كل بيان هاملتون هو بيان نصف هاملتون ولكن العكس غير صحيح. 
مثال: 
البيان المعطى في الشكل (12)» نصف هاملتون ولكنه ليس بيان هاملتون. 
م 59 
3 7 
الشكل (12) 


: نقبل المبرهنة الآتية من دون برهان. 
86 


مبرهنة (9) 

ليكن لدينا البيان البسيط (7:58) -6© عدد عقدة 7<3-|7| حيث 
< (بر)وعل + (د)عءل من أجل أي عقدتين ‏ 7ع ,نر عد بد,# كع (ر,*) فإن 
البيان © بيان هاملتون. 

ملاحظة: 

تقدم المبرهنة شرط كافي وغير لازم لإيجاد بيانات هاملتون. 

مثال: 

البيان المعطى في الشكل (13) يحقق شروط المبرهنة (9) وبالتالي» فإنه 
بيان هاملتون. 


الشكل (13) 


من السهل أن نرى أن الدائرة «جادرد هي دائرة هاملتون.' 
مثال: 


البيان المعطى في الشكل (14) هو بيان هاملتون. 


الشكل (14) 
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4-1 < (ر)وعك + (د)وءل من أجل أي عقدة لاع ,9 برعو ند, لك (بر,ع)» 


أن 4 - (نر)عهل + (:د)عءك مسن أجسل أي عقندتين 
7 > «,ندواء بر عد در (,) . يبين المثال إن الشرط المعطى في المبرهنة (9) 
كاف وغير لازم بالضرورة. 


5 


8 5 


ليكن لديان البيان البسيط (7:8)- © عدد عقدة 3<-]/]| حيث 
5 معن من أجل أي عقدة 17 ع« فإن البيان © هو بيان هاملتون. 

البرهان 

لتكن العقد /17اع«ر, و 5 (بر,») نلاخظ أن: 

مد 3 < (ر)همل + )همل 


وحسب مبرهنة (9)» نجد أن البيان © هو بيان هاملتون. 


مثال: 

إن البيان در ُو بيأن هاملتون. 

الحل: 

رو يحتوي على 6 عقد و3 -(*)ههك من أجل أي عقدة /1عجلا. 

ليكن لديان البيان البسيط (7:5) - © وعدد عقدة 3< - || بحيث 


عندئذ البيان © بيان نصف هاملتون. 

البرهان ش 

.: ننشئ البيان ('85:'/) - '© كما يلي: نضيف عقدة جديد ,ند تجاور كل عقدة 
من عقد البيان ©. عندئذ ('7':5) - '© يحقق المبرهنة (9). إن البيان'© .هو 
بيان هاملتونء إذاً فإن البيان © بيان نصف هاملتون. 
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تمارين 
1- ليكن لدينا البيان البسيط (7:5) - © ولتكن 4 هي مصفوفة التجار: 
للبيان ©. 
أثبت أن ,» في المصفوفة ”4 هو عدد المسارات ذات الطول ” من العقدة 
: إلى العقدة (ر (استخدم الاستقراء الرياضي على «). 
2- استخدم تمرين (1) لإيجاد عدد المسارات ذات الطول 4 للبيان 
المعطى بالشكل التالي: 


2 لاسا 


3- ليكن لدينا البيان المعطئ بالشكل التالي: 


0 


5 4 2 
أ-أوجد ممراً من ( إلى 7: 
ب- أوجد طريقاً من « إلى 4. 
ت- أؤجد دائرة من ( إلى ز. 
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ث- أوجد جميع الممرات من 7« إلى ا:. 
4- ليكن (5,/) - © بياناً بسيطاً ولتكن 12 علاقة 97 معرفة التالي: 
ند إذا وفقط إذا كان «ر-+ أو يوجد ممر من © إلى «. 


أ- أنبت أن 1 علاقة تكافؤ. 


ب- أوجد صفوف التكافقؤ للعلافة ج1. 
5- ليكن لدينا البيان المعطى بالشكل التالي: 
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27 

04 14 
0 
ا 
0 ا 
١ 1‏ 
١‏ 
ا 
٠‏ 
٠ *“‏ 
البحد دائرة تحتوي على جميع أضلاع البيان. ْ 
6- إذا كان البيان (7:5)- © دائرة حيث «- |/| فكم عدد الأضلاع ٠ش‏ 
البيان :0؟ ١‏ 
7- ليكن لدينا البيان المعطى بالشكل التالى: ظ 
6 3 1ْ 
ٍ 
0 
٠‏ 
ْ 
5 6ع ظ 


أ- أوجد دائرة تحتوي على جميع عقد البيان. 

ب- أوجد جميع الدوائر التي تحتوي على جميع عقد البيان. 

8- بين فيما إذا كان البيان المعطى في الحالات المبينة أدناه بيان أويلر أو 
نصف أويلر أم لا. إذا كان البيان أويلر »أوجد دائرة أويلر فيه وإذا 
كان نصف أويلر فأوجد طريق أويلر فيه: 


000 
«الاكاه 
0 
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٠‏ للا ْ كذ 
0 
(10) 
3 ار [ 
5 أ 
ْ 
١‏ 
١‏ ْ 
02 ا 
2 [ 


9- هل البيان ,5 بيان أويلر؟ 
0- هل البيان ,,, بيان أويلر؟ 
1- هل البيان ,كد بيان هاملتون؟ 
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2- هل البيان ,,, بيان هاملتون؟ 
3- بين إذا ما كانت البيانات المعطاة في الحالات الآثية بيانات هاملتون 
أو بيانات نصف هاملتون مع تعليل. 


19 


)19( 


220) 
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الفصل الرابع 
البيانات المنتظمة:» البيانات التامة والبيانات الزوجية 
5 212411111 الل 0013121111 تماسوء 1 
1- البيانات المنتظمة 
تعريف: 
ليكن لدينا البيان (6)7/:8 وليكن 0<, عدداً صحيحاً. نقول أن البيان © 
بياناً منتظم من الدرجة + إذا كان قدرة أي عقدة من المجموعة العقد /1اع/ا في 
البيان © مساوية ل - (م)عءل. 
مثال : 


أ- البيان الأتي بيان منتظم من الدرجة (4): 


الشكل (1) 


ب- البيان الأني بيان منتظم من الدرجة (2): 


مما 


الشكل(2) 
مبرهنة (1) 000 
ليكن لدينا البيان المنتظم (7:5)©. من الدرجة ” ولتكن || فإن 
عط 1 
2 


البرهان: 
نعلم أن مجموع قدرات العقد في البيان هو |2|5 - )و26 2. 


[قإة- ل وبالتالي» فإن |هه- م*م. إذأ ك2 سرع | 
ع 7 


2- البيان التام 
تعريف: 

إن البيان البسيط , حيث عدد حقد يساوي + ا /1| بيان تا إذا تحفق ١١‏ 
3 

إذا كان من أجل اذ , الدحفين +« و ابر في ,2 + يوجد ضلع واحد فقط 


6 0 0 حت 0" 


الع , يبين بعض البيانات التامة: 


0800 


5 1 4 1 


الشكل (3) 
الشكل الأتي يبين بعض البيانات غير التامة: 


غير.تام 
الشكل (4) 
تعريفا: 
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نقول عن البيان (ي:,”) ,© إنه بيان جزئي من البيان (,45:,<),© إذا تحقق 
مايلي: ١‏ 

مجموعة عقده محتواة في مجموعة عقد البيان الأصلي (,12:م),6. - 
ومجموعة أضلاعه محتواة في مجموعة أضلاع البيان الأصلي. 


مبرهنة )2( 
1 لقنت (احم) *م 

ليكن لدينا البيان التام. (7:5) - ,5 » عندئذ فإن 2-7 - أت 

البرهان: 
واضح أن البيان التام ,1 هو بيان منتظم من الدرجة (7-1) وبالتالي» فإ 
0+ 2 - 

(ح كاه إع| . وهو المطلوب 
ملاحظة: 


البيان المتمم هو بيان إذا أضفناه للبيان الأصلي نحصل على بيان تام. 


3- البيانات الزوجية (تجزئة البيانات) 
تعريف: 

ليكن لدينا البيان البسيط (6)77:8 فإن البيان © زوجي (بيان ثنائي التجزكة) 
إذا وجد مجموعنين جزئيثين ,,,/ا من المجموعة العقد 17 بحيث: 

© ,لآى #غد يلآ © ع ولاح إلا, يلآن ل[ - 1 

أي إذا كان طرف الضلع 5 ع6 ينتمي إلى المجموعة 1 فأن الطرف 
الآخر للضلع » ينتمي إلى المجموعة ,/ا. عندئذ نكتب:(2 : يلآ,,7) - © 

77 : 
ليكن ادينا البيان الزوجي (2: ,1,,1) - © . نقول أن البيان الزوجي © بيإن 
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تام إذا كانت كل عقدة من المجموعة 1/4 تجاور كل عقدة في المجموعة ,1. في 
هذه الحالة» إذا كان م - |1| و > || فإننا نرمز لهذا البيان بالرمز ,,,, 
مثال : 
أ- البيان المعطى بالشكل(5) 
ل 1 


1 14 


الشكل (5) 
بيان زوجي والشكل (6) بين تجزئة مناسبة لمجموعة العقد: 


الشكل (6) 


ب- يبين الشكل (7) بعض البيانات الزوجية التامة: 
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/ 


وك .3 يك ك1 


الشكل (7) 
تعريف: 00 3 : 
. البيان المتعدد الأجزاء وهو بيان يمكن تجزئة مجموعة عفده لعدة أجزاء 
الا للد الأجزاء يعطي ميموعة [إلعقد. وتقاطع أي مي#رهذه الأجزاء هأ 
#. ولا يوجد. ضلع يربط بين عقدتين من نفس المجموعة. ونرمز له ب 


(: ...2 (ليؤرتك 
مبرهنة (3) 
إذا كان (ك ,017 ررك حيث > ح || و 5 > أول| فإن م*م - إنر 
البرهان: 
يما أن: 
|2 <- وص)ععة رج + موعلرج 
ولاعد الأعد 
فإن: 


وو 


إقه- سه جمرج 


ولأعد ل 
|| ديم * رج ورور 
م #امم 2 ا 2 


الشرط اللازم والكافي ليكون البيان البسيط المترابط (7:8) -6 .بيناً زوجياً 
هو أنه لا يملك هذا البيان أي داد ة فردية. 
4- المسافة بين عقدتين 
تعريف : 
ليكن لدينا البيان (5:/)© ولتكن العقدتين 7 ء«ر,د بحيث عه نرمز 
للمسافة بين :د وبر بالرمز (در,)4 ونعرفها كما يلي: 
أ- إذا كان لا يوجد ممر بين العقدة + والعقدة بر فإن >.- (بز,ئد)4. 
ب- إذا كان يوجد ممر من العقدة د إلى العقدة بر فإن: 
ب( ممر من العقدة :د إلى العقدة تر : (00ل) هنس - (رمه)4 : 
ملاحظة: ١‏ ش 
نعرف المسافة (د,)2 بين العقّة + والعقدة ير كما يلي: 0 -2د,:)2. 
مثال : 
ليكن لدينا البيان التالي: 
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الشكل (9) 
إن (/.)2 هو عدد أضلاع المسار الأقصر الذي يربط بين ,”ا في هذا 
البيان فنلاحظ أن المسار المظلل هو المسار الوحيد الذي يربط بين د,”/؛ » عندئذ 
يكون 3- (بار»)0 ١‏ 
مثال : 


ليكن لدينا البيان التالي: 


الشكل (10) 
إن ,)2 هو عدد أضلاع المسار الأقصر الذي يربط بين ,ما في هذا 
البيان فنلاحظ أن المسار المظلل هو المسار الوحيد الذي يربط بين ,/: » عندكذ 
يكون ‏ 3ح (بارن) 04 
مبرهنة (4) 
ليكن لدينا البيان (5:/) - © بحيث 1|<1| عندئذ يكون البيان © بيان 
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٠‏ - زوجي إذأ وفقط إذااكان آلبيان © لا يحتوي على دواتر:فردية. 
البرهان: 
' نفرض أن “البيان' (7/:5) - © بيان زوجي (5: ,)2 26 ولتكن 
' إلى رر4..... ولاىرك رلا دائرة من العقدة+ إِلَى العقدة ‏ نفرض أن 7 6+ »ء فين 
كمد 1 1 ش ل 
بما أن الع د فإن ولاك ولد بلك وندر ولاك ور ...الخ. إذا باع ,بد لكل 
عدد فردي 4 ولا ع رم لكل عدد زوجي يل إذا عدد فردي وبالتالي» فإن 
,لا...., بررط دائرة زوجية طولها 1-م. 
ء. الآن نفرض أن (7:58) - © لا يحتوي على دوائر فردية. بما أن البيان © 
بيان زوجي إذا وفقط إذا كان كل مركبة من مركبات: البيان © ثنائية التجزئة 
فإننا نفرض أن البيان © بيان مترابط. نختار أي عقدة /اعبر ونعرف ,1 و 
7 كما يلي: 
,وك (عدد زوجي:- 617:41 
7 17> (د,بر)4 (عدد فردي: - ,/17) : /1عئد 
لتكن العقدتين ,17 ©«ر,د حيث برغد+ ولنثبت أن العقدتين راو د غير 
متجاورتين» وذلك بوساطة التناقض. نفرض أن 5 >(«,2د).بما أن ,عد فإنه 
يوجد ممر فردي ,ند ,,»©,..., ند ,© , ند من العقدة 7 إلى العقدة عر طوله 
دج بالمثل» يوجد ممر فردي ,لا .,©:..., و2 , ,© , إل من العقدة > إلى 
العقدة بر طوله («,ج)4و بما أن 2 - ,نر ,داو ,رع برعم - ,تدفإننا نستطيع 
أن نجد عدداً : بحيث: 
أت > ك]. 


كان يوجد + بحيث ربرع ,بدء 


ت- إن العدد :هو أكبر عدد يحقق (أ) و (ب). 
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لنثبت أن ار -غ: 
-من أجل ثر >: فإن ىا ...د ركه رلايرة, ..., وى ,© , بد مسار من العقدة 
2 إلى العقدة بر طوله أصغر من («,ج)4 وهذا يتناقض تعريف ألمسافة 
(4)2,2. 
- من أجل > فإننا نحصل بنفس الطريقة على تناقض. 
إذأ نر -:. وبالتالي فإن: . 
2 <- 2 ل .8 3 - 0( )ع ح ,ايا رميات ربس ع 2 
دائرة فردية (مسار فردي + ضلع +مسار فرديكدائرة فردية)» وهذا يتناقض 
مع فرضنا أن © لا يحتوي على دوائر فردية. 
إذأ فإن العقدتين د و بر غير متجاورين.وبنفس الطريقة نجدءإذا كان 
,د احيث :ردي فإن العقدتين و ابر غير متجاورتين. إذأء ©. بيان. 
زوجي. 
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تمارين 
1- ليكن لدينا البيان البسيط (7:5)© بحيث || ٠‏ أثبت أن البيان © لا 
يمكن أن يكون بيان زوجي. 
2- أوجد مصفوفة التجاور لكل من البيان ,5 والبيان وي . 
3- أعط مثالاً على بيان بسيط بحيث يكون منتظماً وغير تام. 
4- ما البيان المتمم للبيان ,ب -” 
5 بين إذا ما كان البيانات المعطاة بيانات زوجية أم لاء وإذا كان البيان 


زوجيء أوجد تجزثئة مناسبة لمجموعة عقده. 


0( لا ل | ْ 


0 


2 
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6- ليكن لدينا البيان البسيط المنتظم (6)/:5© من الدرجة # وكان /- ||» 
أثبت أن + زوجي أو « زوجي. 

7- أعط مثالاً على بيان زوجي منتظم من الدرجة 2 ويحتوي على 6 عقدة. 

8- أعط مثالاً على بيان زوجي منتظم من الدرجة 3 ويحتوي على 8 عفدة. 

9- أوجد مثالاً على بيان زوجي منتظم من الدرجة , ويحتوي على 2+7 
عقدة. 

0 أعط مثالا بيار بطو النوسجتواير وسار 

1- أثبت أن البيان ,,,,* بيان منتظم إذا وفقط إذا كان م-. 


2- أوجد البيان المتمم للبيان وي/. 
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الفصل الخامس: 


الأشجار 
٠‏ نحتيا 
1-مقدمة . 
إن مفهوم. الأشجار المستخدم في نظرية البيان له تطبيقات في العلوم 
ْ الاجتماعية و الاقتصالإية» والصناعات الالكتروئية. ._ 
للأشجار تطبيقات هامة جداً في نظرية القرار وكذلك,تلعب دوراً_استراتيجياً ._ " 
ا كات ناتف والكيربا ار لياه وشبكات الأكير ف لألصحي: وكميمكن ٠‏ ' . 
. تطبيقها في بناء وتخطيط المدن وتوجيه تدفق السير في المدن الكبرى. 
وفيما يلي نعرض بعض الأشجار الممكنة : 
1_ ليكن لدينا البيان (:/607 بحيث تكون « - || 
' # 0 ج 0- «ر البيان خالي ) 
0< 1ح ير( عقذة واحدة ) 


هناك حالة وأأحدة فقط هي # لخته لاد 2دعىر 


أيضا حالة:واحدة فقط جه ج 23م 
جد 4د ير 
هناك حالتين فقط-هي: 5 
' الشكل (3)- 1 
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هناك ثلاث إمكانيات فقط: 


ممع سو 
ج 6دير 
ك ست حالات قط هي 
ا ال بي ااا ا 
أول إمكائية 
رابع إمكانية ثالث إمكانية 
سادس إمكانية خامس إمكانية 
الشكل (2) 


2-خواص الأشجار 
أ- إن حذف أي ضلع من الشجرة ينتج بيان منفصل. 
ب- إذا كان لدينا بيان وهذا البيان ليس شجرة فإنه يوجد ضلع واحد على 
الأقل إذا حذفناه يبقى البيان مترابط. 
ت- إذا كان البيان مترابط وعدد أضلاعه 2-1 فإن هذا البيان شجرة. 
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ملاحظة: 


لتكن لدينا الشجرة التألية؛ 


الشكل (3) 


بحذف ضلع > من الشجرة (701/:8 نحصل على شجرتين ونحصل على ما 
يسمى بالغابة )وع101. 


3-تعاريف ومبرهنات 
تعريف: 
نسمي البيان البسيط المترابط (6)1775© شجرة: إذا كان لا يحتوي على دائرة» 


ونرمز له بالرمز (2)7:2. 


1 5 


تعريف: 
نسمي البيان البسيط غير المترابط (ك:/1)© غابة إذا كان البيان لا يحتوي 

على دوائر. 

مثال : 


3 البيان التالي هو غابة: 
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الشكل (4) 


ب- البيان التالي هو شجرة: 


الشكل (5) 
مبرهنة (1) 1ْ 
لتكن لدينا الشجرة .(,/7)7 بحيث 1< |/!| عندئذء يوجد على الأقل عقدتان في ٠‏ 
'7 بحيث تكون قدرة كل منهما تساوي 1. 
البرهان: 
نختار قفرا دي 6:... و © في الشجرة 7 بحيث يكون طوله أعظمياً 
بالنسبة إلى ممرات الشجرة 7. نفرض أن 1< (,)ع06. عندئذ يوجد يعد ب 
حيث 5 (2,,). بما أن الشجرة 7 لا تحتوي على دوائر فإن العقد ,بد ,و 
من أجل ...- ف. وبالتالي» فإن ,كد..... ©, ,كد, (كد.نز), بر ممر في الشجرة. 
'7 وطوله أكبر من طول الممر الأعظمي المختار. إن هذا تناقض وبالتالي» فإن 
1 - (د)عءل.. وبئفن: الطريقة» يعكن إثبات أن 1- (,<)ع36. وهو المطلوب 2 ” 
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مبرهنة (2) 
لتكن لدينا الشجرة (7)7:8 بحيث 7|<1| عندئذ فإن عدد أضلاع 
الشجرة(7")017/:5 يساوي 4-1. 
البرهان: 
باستخدام الاستقراء الرياضي على «. 
من أجل 0-1 فإن عدد أضلاع الشجرة(707:5 صفر وبالتالي» فإن 
المبرهنة صحيحة من أجل 2-1. نفرض أن كل شجرة (70/:8 عدد عقدها # 
يكون عدد أضلاعها 4-1/ حيث 4<1 عدد صحيح لتكن 707:87 شجرة 
حيث 1+/-71|. بالاستناد إلى المبرهنة (1) نجد أنه توجد عقدة ”1 © بحيث 
يكون 1-(+)ع06 بما أن الشجرة ”7 شجرة عدد عقدها 4+1 » فإن (4-”1 
شجرة عدد عقدها 4. وباستخدام فرض الاستقراء نجد أن 1-[برا- ”|1 -]”8| 
إذأ 1/1-1|-5|. وهو المطلوب 
مبرهنة (3) 
لتكن لدينا البيان المترابطة (7)7:5 بحيث + -|7|. عندئذء فإن 7 شجرة إذا 
وفقط إذا كان 1-: - إظاء 
البرهان: 
لتكن لدينا الشجرة 7 وبالاستفادة .من ميرهنة (2) نجد أن 1-+ - إكاء 
الآن نفرض أن البيان 7 بيان مترابط حيث -|/| بو 1--|8|. لإثبات 
أن البيان 7 شجرة ٠»‏ نثبت أن 7 لا تحتوي على "دوائر. نفرض أن 
ند.........ى »,بد دائرة من العقدة م إلى العقدة «» وبالاستفادة من المبرهنة (5) 
في الفصل الثالث: فإن الضلع ,» اليس .جسراً في البيان 7 وبالتالي» فإن البيان 
2-4 بيان مترابط عدد عقده « وعدد أضلاعه 2-, » إن هذا يناقض 
المبرهنة (2) في الفصل الثاني فإن 7 لا تحتوي على دوائر. 
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مبرهة (4) 0 
ليكن البيان (707:5 بحيث 7-|7| ولا يحتوي على دوائر » عندئذء فإن 
البيان 7 شجرة إذا وفقط إذا كان 4-1 - إتاء 
البرهان: 
لتكن لدينا الشجرة (7)7:5 ٠»‏ وبالاستفادة من المبرهنة (2) ٠‏ نجد أن 
1-م ح إى|. 
الآن نفرض أن البيان 7 بيان لا يحتوي على دوائر وبحيث || و 
0-1 || ولنثبت أن البيان 7 شجرة أي لنثبت أن البيان 7 بيان مترابط. لتكن 
(1,5) - ,عحيث :1.,...7 -: هي مركبات البيان 7. بما أن 7 لا تحتوي على 
دوائر فإن كل مركبة ,0 لا تحتوي على دوائر »وبالتالي» فإن كل مركبة ,© هي 
شجرة. إذاء 1 || - إك| من أجل ...1 -غ. إذاً: 
(إم7| ...+ ج- ل - إرك|ء...+اه| «بالتاليء فإن «-|/|عإه| إذاً 
0-1-8 وبالتالي» فإن 2-1 إذاً » البيان 7 مترابط. 
مبرهنة (5) 
ليكن البيان المترابط (7)7:5 عندئذ فإن البيان 7 شجرة إذا وفقط إذا كان 
كل ضلع في '7 جسراً. 
البرهان: 
لتكن لدينا الشجرة (7)0/:5 إذاً 1-|/|-|5| وليكن الضلع 5 26 عندئذء 
فإن الشجرة (7-4)6 بيان عدد عفده |7| وعدد أضلاعه 2-|/| . بالاستناد إلى 
المبرهنة (2) في الفصل الثانيء نجد أن البيان (7-46 بيان غير مترابط 
وبالتالي» فإن الضلع © جسر في الشجرة 7. 
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الآن نفرض أن كل ضلع في الشجرة 7 جسرء بالاستناد إلى المبرهنة (4) في 
الفصل الثاني » نجد أن 7 لا يحتوي على دوائر وبالتالي» فإن البيان 7 شجرة. 
وهو المطلوب 
مبرهنة (6) 
ليكن البيان البسيط (707:5 عندئذءفإن البيان 7 شجرة إذا وفقط إذا كان 
البيان 7 يحقق ما يأتي: 
من أجل أي عقدتين /اجر,«ا .بحيث رم فإنه يوجد ممر وحيد من 
العقدة عر للك العقدةا بر. ش 
البرهان: 
لتكن لدينا الشجرة 7 ولتكن العقدتين 7 >«ر,د بحيث برع و بما أن البيان 
'7 بيان مترابط فإنه يوجد ممر من العقدة د إلى العقدة بر و بما أن البيان 7 لا 
يحتوي على دوائر و بالاستفادة من المبرهنة (3) في الفصل الثالث » نجد أن 
هذا المثّر وحيد. 
الآن نفرض أن الشرط المذكور أعلاه محقق فإن البيان 7 بيان مترابط ولا 
يحتوي على دوائر إذأً فإن البيان 7 شجرة. وهو المطلوب 
مبرهنة (7) ش 
ليكن البيان البسيط (7)17:5 عندئذء فإن البيان 7 شجرة إذا وفقط إذا كان 
البيان 7 لا يحتوي على دوائر وكان البيان 7 يحقق ما يلي: 
إذا إضافة ضلع جديد إلى مجمعة الأضلاع 8 » نحصل على بيان يحتوي 
على دائرة وحيدة. 
البرهان: 
لتكن الشجرة 7 وليكن 5 ع - (ز,) . وليكن ([ء دا7,8) -6. بما أن 
البيان 7 شجرة فإن البيان 7 لا يحتوي على دوائرء وبالاستفادة من المبرهنة 
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(6)» نجد أنه يوجد ممر وحيد «ر,...,,»,د من العقدة بر إلى العقدة در في البيان 
'7. إذاً توجد دائرة في ©. واضح أن هذه الدائرة وحيدة في ©»؛ لأنه إذا كان 
يوجد دائرتان مختلفتان فإن كلاً منهما تحتوي على الضلع » وبالتالي» فإنه يوجد 
ممران مختلفان من العقدة بد إلى العقدة بر في البيان ©. 

الآن نفرض أن البيان 7 بيام لا يحتوىي على دوائر ويحقق الشرط المذكور 
أعلاه. 

إذا يوجد عقدتين 17 ء«ر,ءر بحيث 8 6+ - (ر,,د) » أي أن العقدة دلا تجاور 
العقدة بر فإن البيان ([7:80-16)- © حيث 8 »ء - (بر,:) يحتوي على 
دائرة وحيدة. إذأ يوجد ممر من العقدة #دالى العقدة «ر »ومنه نستنتج أن البيان 
7 بيان مترابط وبالتالي؛ فإن البيان 7 شجرة. وهو المطلوب 

تعريف : 

ليكن لدينا البيان (607:5© وليكن ((7)7(:5)7) -7 بياناً جزئياً من البيان 

© نول إن البيان 7 شجرة في البيان ©. 


ْ <« 


تعريف : 
' إذا كانت الشجرة ”7 في البيان ©بحيث 1-(77)7 فإن الشجرة 7 مشدودة 
على البيان 6. 

مثال : 


ليكن 0 هو البيان المعطى بالشكل (6). 


7 ا 1_0 
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٠ 
ا‎ 
ْ٠ 
ظ‎ 
ٍْ 
ا‎ 
إ‎ 
ظ‎ 


الشكل (6) 
تعد البيانات الجزيتية الآتية: 


1 0 1 1 0 1 0 


ا 0 0 
1 1 : 1 ا 1 ١‏ 
الشكل (7) 

إنؤكلا من القلّجرة ,7 و ,7أشكّرة مشدودة علكرالبي م ©. كذلك أ 2 
بيان جزئي مولد للبيان © ولكنه ليس شجرة. 

مبرهنة (8) 

ليكن لدينا البيان (6)7:5 »عندئذ» يكون البيان © بيان مترابطا إذا وفقط إذا 
وجدت شجرة مشدودة على البيان ©. 

البرهان: : 

لنفرض أنه توجد شجرة 7 مشدودة على البيان © و بما أن الشجرة 7 بيان 
مترابط فإن © بيان مترابط. 

الآن نفرض أن © بيان مترابط. نستخدم الاستقراء الرياضي على عدد 
الأضلاع ” لإثبات ما يلي: 

كل بيان مترابط عدد أضلاعه «» من أجل أي عدد صحيح 0< » يكون 
له شجرة مشدودة. ١‏ ش 

من أجل 5-0 فإن عدد الأضلاع صفر وبالتالي» فإن المطلوب صحيح. الآن 
نفرض أن كل بيان مترابط عدد أضلاعه # يكون له شجرة مشدودة حيث 
0< 4. عدد صحيح. لنبين أن البيان (07)*(:8)87 - 87 بيان مترابط حيث 


1+ -|()ى|. إذا كان 8# لا يحتوي على دوائر فإن البيان 4 شجرة. 
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وبالتالي» فإن 87 شجرة مشدودة على البيان 8. إذا » لنفرض أن /8 يحتوي 
على دوائر. ليكن الضلع » ضلعاً محتوى في إحدى هذه دوائر. إذأ الضلع » 
ليس جسراً في البيان 8 وبالتالي»فإن البيان (4- 8 بيان مترابط عدد أضلاعه 
# وبالاستفادة من الاستقراء تجد أنه توجد شجرة 7 مشدودة على البيان 
(46- 8# » فإن 7 هي شجرة مشدودة على البيان 8 . وهو المطلوب 
ملاحظة: 
أن المبرهنة (7) تعطي طريقة لإنشاء الشجرة المشدودة على البيان. وذلك 
بوساطة التخلص من الدوائر عن طريق الحذف المتتابع لبعض الأضلاع. 
مثال: 
أوجد شجرة مشدودة على البيان © حيث © هو البيان في الشكل (8). 


2 


1 و 0 


م 


ى 7 
الشكل (8) 
الحل: 
نستخدم العقد للتعبير عن دوائر. نختار الدائرة «ر,#,ى,2, ونحذف أحد 
أضلاعها وليكن (2,) فنحصل على البيان في الشكل (9): 


3 0 2 7 


1 ثم نختار. دائرة في البيان الجديد ونحذف أحد أضلاعها. نحذف 2,7) من 
:.. الدائرة 2 فنحصل -على. البيان في الشكل (10): 


الشكل (10) 
أن البيان الناتج هو شجرة مشدودة على البيان ©. 
إن الطريقة المتبعة في المثال السابق لإنشاء شجرة مشدودة ليست مناسبة 


1 0 


تعريف: 

ليكن لدينا البيان البسيط المترابط (:07)© حيث - || , > إت|ء ولتكن 

الشجرة مشدودة على البيان ‏ (00/7:85 هي 7017 وهي بيان جزئي حيث 
ج"”7 ”لي “17-7 


مثال: 
(, 7)© 


2 


الشكل (11) 


إن ,«د هي شجرة مشدودة على البيان (00/:1 , 


في حين ,مد هي شجرة في البيان 
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607 ,5( 


الشكل (12) 
تعريف: 
السقالة هي شجرة مشدودة على البيان كلفتها أصغريه إذا كان البيان موزون . 
ملاحظة : 
لإيجاد السقالة في بيان موزون نوجد جميع الأشجار المولدة في البيان» ثم 
نختار الشجرة المشدودة على هذا البيان وذات الكلفة الأصغريه؛ فتكون السقالة. 


ملاحظة : 
كلفة الشجرة هي مجموع أوزان أضلاع هذه الشجرة. 
تعريف: 
الوتر هو الضلع ينتمي للبيان (0177:5)© ولا ينتمي للشجرة المشدودة على البيان 
707:8 . 
مبرهنة (9) 
ليكن لدينا. البيان البسيط المترابط (07:8)© حيث «عا#ااو 


٠ |5[ -‏ عندئذ إذا كانت 709780 هي الشجرة المشدودة على البيان 
(7:5)© فإن البيان (7:5)©. يملك 1 + 2 2< وتراً . 
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لل 


الإثبات : 
بما أن عدد أضلاع البيان هو 12 وعدد أضلاع الشجرة '” هو 2-1 
فإن الأضلاع التي لا تنتمي للشجرة هي الأوتار إذا عدد الأوتار يساوي: 
0+1-م - (1حم)-ص- م . وهو المطلوب 
مثال: 
ليكن لدينا البيان المبين بالشكل (13) » فإن 6- |م|اء» 9-|ك| 


إذا الشجرة المولدة في البيان '1)97',5 حيث 6 ح || 
و6-125ع هاء فإن عدد الأوتار: 


1-4-+0-1+1-9-6تر 
ضلع من الشجر 03 
المشدو ل على 
البيان 0 


الوتر 


الشكل (13) 
تعريف: 
ليكن لدينا البيان (7:5)© بحيث -|17| و 7#-[|5| ولتكن '1 شجرة 


مشدودة على البيان (6)7:5» نسمي الدائرة الناتجة من إضافة وتر للشجرة "7 
دائرة أساسية. 
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ملاحظة: 
إن عدد الدوائر الأساسية في البيان (6)7/:5© يساوي عدد الأوتار قي البيان 
0078 . 

مثال : 


ليكن لدينا البيان (6)/:5 المبين بالشكل (14) » إن 4-|1| ىي 5-ا8! 


الشكل (14) 


إن الخيارات الممكنة للدوائر الأساسية والشجرة 7 مشدودة على البيان 
(5: 00/7 : 
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الشكل (15) 
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ااا 


4 


لآل ا 


1 4 م 


كر 2 > 1 1 


: 4-خوارزمية إنشاء شجرة مشدودة 
ليكن لدينا البيان المترابط(60/:5 بياناً فمن أجل الحصول على شجرة 
مشدودة على البيان © نطبق الخطوات التالية: 
الخطوة 1 : اختر أي عقدة 2177 ,د وضع [ يا - |7 و رك و (/70745. 
الخطوة 2 : نفرض أننا قد أنشأنا البيان (رط,,2,)07 من أجل 1,2,..,4-ر. 
نوجد ضلعاً بحيث طرف الضلع العقدة ,1» ,ند عندئذ تكون 
مجموعة العقد [,,ع«آاب 1-1 فيكون مجموعة الأضلاع 
(عاضااظ عر ويكون البيان (رإكر ,07ت 1,4 
الخطوة 3 : كرر الخطوة (2) كلما أمكن ذلك. 
مبرهنة (10) 
ليكن لدينا البيان المترابط (6)7:5© فإن خوارزمية إنثباء شجرة مشدودة على 
البيان تعطي شجرة مشدودة على البيان ©. : 
البرهان: ب 
نفرض أنه تم تنفيذ الخوارزمية 7 خطوة. إذء نحصل على البيان 
١3, - )1,:5,,(‏ ولنثبت أن البيان,,3 شجرة مشدودة على البيان ©. سنثبت 
أولاً أن ,7 شجرة وذلك باستخدام الاستقراء الرياضي على «لإثبات أن: لكل 
عدد صحيح 57 >1 فإن ,7 شجرة إذا كان 4-1 فإن ' 24 ,5 وبالتالي» 


.- 


فإن (,70:85 شجرة الآن نفرض أن (,:1) - )1 شجرة حيث > >1 
عدد صحيح. من الخطوة (2) في الخوارزمية إنشاء شجرة مشدودة نعلم أنه 
توجد عقدة ,لاعدر والعقدة ,7© ريد بحيث ظرء يع 2 ( إن «رتر)ء 
[ يقاب ١,‏ - بب7«امماردي كح كد20 :07 2/5 يما أن الشجرة 
لا تحتوي على دوائر فإن البيان ,,:1 لا يحتوي على دوائرء إذاً فإن العقدة 
بد تجاور العقدة 7617 وبما أن 7 بيان مترابط فإن العقدة ,,, مرتبطة 
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بجميع العقد المنتمية إلى +1ءإذا ,,,1 مترابط وبالتالي» فإن ,,:1 شجرة إذا ,1 
شجرة. لثبث أن البيان ,2 شجرة مشدودة على البيان ‏ 6. من أجل ذلك نثبت أن 
|/|-مد. من الواضح أن 7ك سر إذا كان |/1|>” فإنه توجد عقدة 217 
بحيث ,77 6 . لتكن العقدة ,7 نزو بما أن البيان © بيان مترابط فإنه يوجد 
غمرل ‏ ملزء ييه ...رولا 6لا من العقدة بر إلى العقدة عرو ليكن >ر >1 هو أكبر 
عدد صحيح بحيث ,لاك ررء إذا فإن ,#7 راز و ار - (ررزيرد) إن هذا 
يتناقض مع الخطوة (3) في الخوارزمية وبالتالي» فإن |/]|ت . وهو المطلوب 

مثال: 

ويد الشجراة المشدودة على البيان ‏ © المعطى في ألمثال (السنابق_مستخثماً 

الك ويا إنشاء شجرة مشدردةألطنى لأيان. 

الحل: 


2 
2 
لجا 


5 1 
0 
1 كد ٠١1‏ 
3 0 
5 2 
:1 7 د آنا 
1 3 
0-2 
3 0 
4 
الشكل (16) 
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إذأ البيان ,7 شجرة مشدودة على البيان 6. مع الملاحظة أنه توجد أشجار 
أخرى مشدودة على البيان ©.أي نحصل على ما يأتي: 


2 0 ع 
م مو م وى غم 
و ك2 لكا 1770 
3 1 


1 8 9 
2 52 5 
5 1 53 7 5 1 
2 ل( 7 


5 7 
16 
الشكل (17) 
إن 7 هي الشجرة المطلوبة. 
2 1 
وموم وى ة 
1 17 2 
/ 
5 6 
ِ 1 2 0 
ل ب د ريد ١‏ 
: 2 23 
1:5 7 
الشكل (18) 
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إن 76 هي الشجرة المطلوبة. 
مبرهنة(11) 
ليكن لدينا البيان البسيط المترابط (7:5) 60 بحيث معا/اا و 7 [5|» 
علما أن 53 و :1 هي أعداد صحيحة موجبة» فإن عدد الطرق الممكنة لترقيم عقذ 
البيان هي 18 طريقة. 
مثال : 
من أجل 2-2 » عندئذ يمكن ترقيم عقد البيان بطريقتين : 


وه ا اساتللللم أو وات تيه 


212-20-2 
0| 


من [أجل 3ح فبمكن رنيج يليم زه شع رك : 


, 2 2 
1 كما 4 
ار أو جد أو ديات 


الشكل (19) 

مبرهنة(12) 

لتكن لدينا الشجرة (0/:5) >7 ولتكن : -ا ١11‏ عندئذ يمكن ترقيم عفد 
هذه الشجرة ب : *"م طريقة . 
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ملاحظة: 0 
إن إضافة أي ضلع للشجرة للمشدودة عَلَى للبيان يؤدي الحصول على دائرة 
مغلقة واحدة فقط. ْ ش 
5- مبرهنة كيرشوف وترنيت (مبرهنة السقالة-المصفوفة) 
ليكن لدينا البيان © الذي يملك ‏ عقدة ,عد,..., رد, با بحيث 2 < 4م ولتكن 
مصفوفة الإدخال لهذا البيان 0: 
027-47 
ليكن : عدداً لمارا من مجموعة الأعداد «,..., 1,2 ولتكن المصفوفة,0 هي 
التي نحصل عليها من المصفوفة © وذلك بعد أن نحذف السطر: والعامود :. 
عندئذ يكون ما يلي محققاً: (6)/ - |,0| عدد السقالات في البيان المعطى. 


ملاحظة: 
إن قيمة المحدد مستقلة عن الحالات الخاصة للدليل :| ومستقلة عن طريقة 


6- مسألة السقالة الأصغرية 
ليكن لدينا , قرية (حياً) المطلوب إيجاد نظام اتصال (شبكة تليفون) يربط 
هذه القرى ببعضها بحيث أنه من أجل كل قريتين ار و : يوجد اتصال مباشر أو 
غير مباشر حيث أن التكلفة رك لبناء اتصال مباشر. 
أوجد الشبكة /2 تحقق الشروط التالية: 
1-كل قريثين متصلتين مباشرة أو بوساطة طريق يمر بقرى أخرى من 
خلال قنوات الربط. 
2-نقاط التفرغ متمركزة في القرى فقط وذلك ليتسنى لنا سهولة المراقبة 
الفنية والصيانة. 
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3-من بين كل الشبكات التي تحقق الشرطين الماضيين المطلوب اختيار 
الشبكة 37 التي تكلفتها أصغريه. 
4-هذه المسألة شبيهة بمسألة السقالة الأصغرية: ليكن لدينا البيان البسبط 
المترابط» الذي يملك , عقدة ربط نزود كل ضلع في هذا البيان بعدد 
حقيقي مثل (5)6 حيث 5 عه أي (©): - طول الضلع 6. 
أوجد السقالة الأصغرية 7# التي طولها أصغري. 
ةرج -( هاا 
8ه 
مبرهنة (13): 
لتكن أطوال أضلاع البيان © مختلفة مثنى مثنى عندئذ يملك البيان © 
تماماً سقالة أصغرية واحدة وهذه السقالة الأصغرية نستطيع إيجادها وفق 
الخوارزمية التالية: 
نكون متتالية منتهية من الأشجار ,5...., 5,5 المحتواة في © وفق 
الطريقة التالية: 
في حالة ,7 مكونة من عقدة واحدة اختيارية من البيان © الشجرة ,,, 
حيث 1-: > >1 وفق الطريقة التالية: 
ليكن الضلع ,,.» الضلع الأقصر من بين أضلاع البيان ©. التي تشترك مع 
الشجرة ,2 بعقدة واحدة فقط. نضيف هذا الضلع ,,,ه للشجرة ,5 بحيث يؤثر 
فقط بعقدة نهائية لم تعالج من قبل وهكذا نتابع عندئذ في النهاية نحصل على 
السقالة ,7 وهي السقالة الأصغريه التي نبحث عنها. 
إثبات أصغريه: ْ 
إذاً أعطتنا هذه الخوارزمية التي وضحناها سقالة ©» ويستطيع المرء بشكل 
مباشر التأكد من ذلك بوساطة البرهان التدريجي. 
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الآن لتكن 87 السقالة الأصغرية للبيان © بحيث أن هذه السقالة تحقق ما 


8 ,1 ووشنوهاً 8 يوجد على الأقل دليل مثل »م بحيث أن 
(7>/م/ >1) بحيث يكون: 
م 


17> رق 


عندئذ يوجد ضلع 7 » ,,,©»3: الآأن نضيف هذا الضلع ل 8 فنحصل 
على: 
بب> + 8 حال 
(إذأ الأن حصلنا على شجرة وضلع مضاف إليها) إذأ حصلنا على دائرة 
واحدة فقط ء بما أن ,,,8 لا تملك دائرة يوجد على الدائرة © على الأقل ضلع 
مثل مع بحيث يكون ,8 ©» والضلع ذاته لا ينتمي للشجرة ,8 ©©. 


بسبب الضلع + يوجد ضلع مثل © الذي يؤثر في عقدة واحدة فقط من 


8 
ملاحظة: 
لا يمكن أن يكون العقدتان النهائيتان من ,67 لأن ,5 لا تملك دائرة. 
ملاحظة: 


طول © بالتأكيد موجود لأننا لو انطلقنا من م باتجاه السهم فلا نعود إلى 
م امرة ثانية. الضلع ع وإلا لما حصلنا على شجرة: أيضاً 8 > ونلاحظ 
ببساطة من خلال الخوارزمية (من خلال البناء) أن طول الضلع: 
)© >( برع ).1 
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نشكل 2 : 
مح بره + 8 عام 8 دهز 
وبما أن العلاقة السابقة محققة عندئذ مجموع أطوال أضلاع السقالة "2 
أصغر من مجموع أطوال أضلاع السقالة 7 أي وجدنا سقالة أصغر من التي 
فرضناها أصغرية وهذا تناقض. 


الشكل (20) 


ولو وجدت سقالة أصغرية فسوف تكون متطابقة مع 7 . 


الوحدانية: 
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جما أن أطوال الأضلاع مختلفة مثنى مثنى وعدد سقالات البيان © منته إذاً بوجد 
سقالة لصخرية مجموع أطوال أضلاعها أصغري وهذه السقالة وحيدة ومثل هذه 
للبمقالة.متطايقة مع ,8 وهو المطلوب. 

جملاحظة: 
3 يحتوي البيان © على عدد من الأضلاع التي لها الطول نفسه ويكون الحل 
لهذه المسألة: نضيف للأطوال المتساوية زيادة صغيرة جداً عندئذ نحصيلٍ على 
بيان أطوال أضلاعه مختلفة.نترك الخوارزمية السابقة تحدد لنا السقالة الأصغرية 
مع الوضع في الحسبان أنه يجب أن نبقى محتفظين بأي ضلع أجرينا عليه 
الزيادة وما هي كميتها؟ بعد حصولنا على السقالة الأصغرية نحذف هذه الزبادة 
فنحصل على السقالة الأصغرية المطلوبة. 
7-الأشجار المرتبة ذوات الجذور وتطبيقاتها 

1017 لخن 1 اطعم 115 طالخ 188185 100711810 0181210 


<2 


تعريف: 

لتكن لدينا الشجرة (7:5) -7. نختار أي عقدة 717 ونسميها جذر للشجرة 
7. نكمي 7 شجر/ذالكجذر. 

تل ا اد ي عقدئين في الشجرة 7 مرتبطتان بممر وجيد. 
نعرف مستوى (أو عمق) العقدة مع على أنه طول الممر الوجيد الذي 
يربط العقدة ‏ مع العقدة + » و نعرف مستوى , على أنه الصفرء كذلك يعرف 
ارتفاع 7 على أنه العدد الأكبر بين جميع مستويات العقد. . 


تعريف: 
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إإنا كانت العقدة 1ع بحيث معد و 1-(2)عمكل فإننا نسمي ند ورقة 
(عقدة حطقة ©7611 00604مم ). إذا كانت العقدة 17ج ليس ززقة فإننا نسمي 
دز غقدة داخلية(<216؟ 5[هممعام] ). 


عقدة داخلية 


الشكل (21) 


لكا م ممراً يصل بين عقدة داخلية وورقة فإننا نسمي م فرع. 
لفن العقدتين :د و «ر عقدتين مرتبطين في الشجرة (7:5) -7 وليكن 7 هو 
شحتؤرئ العقدة د وليكن 'ر هو مستوى العقدة «. إذا كان “ار -1+: فإننا نسمي 
العقدةة د تابعاً مباشراً للعقدة ‏ كما نسمي العقدة + مرجعاً مباشراً للعقدة بر. 
قلق يلش : 
لقكن العقدة / عه في -الشجرة (7:85) - 7 ولتكن: 
#لاآب م تابع للعقدة 17:4 ع - )2 وليكن 5 هو البيان المولد 
بوساطة (2)0 في الشجرة 7. نسمي (8,4) الشجرة الجزئية ذات الجذر ©. 
مشكلل : 
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لتكن لدينا الشجرة (1/:5) - 7 المعطاة في الشكل (22) 


الشكل (22) 


نختار العقدة ٠‏ ونسميها جذراً فتصبح الشجرة 7 شجرة ذات جذر. إن 
مستوى : يساوي 2 بينما مستوى 4 يساوي 3. نلاحظ أن ارتفاع 7 يساوي 3. 
كذلك (بر,طا,ء,ةرطرع,4) هي مجموعة. الأوراق. نلاحظ أن مستوى » يساوي 1 
بينما مستوى بد يساوي 2 كما أن إلعقدتين > و + مرتبطان» وبالتالي» فإن 
العقدة »د تابع مباشر للغقدة © بينما العقدة © مرجع مباشر للعقدة #. من 


الكل نجد أن الشجرة الجزئية التي جذرها + هي الشجرة في الشكل (23). 0 
در 0 
575 5 
3 2 
4 5 4 
-الشكل (23) 
تعريف : 5 


لتكن الشجرة (7:5) - 7 شجرة ذّات جذرء من أجل أي عقدة 7 »+ نعرف 
المجموعة )14 كما يلي: 4 


إبر تابع مباشر للعقدة ع : برك |()4ة| 
أ- إذا كان 2 > |()382| من أجل أي عقدة /1اج+ فإننا نسمي 7 شجرة 
ب- وإذا كان 2-|)34| من أجل أي عقدة داخلية # فإننا نسمي + شجرة 


مسلاحظة: 
للشجرة الثنائية تهلبيقات في مختلفالعلوم وخاصة في مجال علوم الحاسوب 
وفتي مجال نظرية القرار. 
تتعريفك : 


الشجرة الثنائية ( ععننا لإننة81 ) هي عبارة عن شجرة قدرة جذرها 2 
وقدرة أي عقدة داخلية فيها تساوي 3 وقدرة العقد المعلقة هو 1 


لنائنا 


الشكل (24) 

مبرهنة(14) 

لتكن لدينا الشجرة الثنائية (:/) - 7 حيث ,عا 17| ,ب #عاكاء فإن عدد 
عقدهأا 2 عدد فردي . 

الإثبات : 

أولا: إن جميع عقد هذه الشجرة قدرتها عدد فردي ما عدا قدرة الجذر وبالتالي 
توجد عقدة (أحدأ يلي هذا ألبيانيكر]نما] عدد) ز لطي وباقي عقد هذا البيان 


قدراتها أعداد فردية. 
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إن عدد العقد في الشجرة الثنائية الثني قدرالتها أأعدالد قردية هو عدد زوجي 
ولدينا عقدة هي الجذر وقدرانها عدد زوجيء إذا : 
(ه) عدد زوجي + (1 ) الجذر- عمد فردي. 
-ثانيا: عدد عق اللجذر ( 04ه» ) - 1 ورققدرر نلهيلا - 2 .. 
إن العقد الدااخلية وليكن عددها - 2 فإن قدرثها تساووي 35 3.( قدررة أني 
عكتبرايية يهج21 عندنة ريون حند للتقكرزيد غالي جز عا ) ره وقرة 
هذد النعقد المطقة ( 1+ ع[ )- م 


نجمع فدرات عد الشسجرة الثذ الخنائيلة ا :07ح 11 قتتحصل:. 
, لل“ عق حم جه 
هذا العدد يساوي ضعف سد أأضلاح الشجترة ( لأ كل ضلح في اللشجرة 
«ربط بين عقدتين _فقط حيث لا ييوجد في الشجرة عرى ولا ييوجد أأضلاج 


مضاعفة وبالتالي عند عملية جمع ققررات اللعد فإ اللضللج سيتتكور جسحه ميرتئيل)) 
وإن عدد أضلاع أي شجرة هو : 1- 
(أأحه) 2غ (اجع]) سن دعا بج + 
جد 20-2- اجس با هت 20-2 ع العلا - د عاقة يه 
2+3 دم > 


إذا 2 عدد فردي. وهو المطلوب . 
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مبرهئة (15) 

لنكن لدينا الشجرة الثنائتية (1/:5) - 7 عدد-عقدهاء فإن عدد العقد المعلقة 
في هذه الشجرة هو : 

41م 

الإثبات: 

إذا كانت (8:/) - 7 شجرة ثناتية بحيث ,حا /11 ء فإن 1-م - |8| 

لنفرض أن 230 هو عدد ألعقد المعلقة في الشجرة (؛/) - 7 ء عندتذ : 

عدد العقد الداخلية في الشجرة (8:لا) -7 هو (1+ 13) - 8 وتكون قدرة 
هذه العقد هي : ((802+1)-3*)0 

عدد العقد المعلقة هو 22 ( كما فرضناه ) وبكون قدرة هذم للعقد.هو 2اء 
قدرة الجذر 2 ء ونم أنه إذا جمعنا قدرات عقد الشجرة (7:5)-7 فإن هذا 
المجموع يساوي إلى ضعف عدد أضلاع الشجرة 

جد + (1حه)*3 ع . (زاعم )2# 
242 + 3111-3 -33 2< 28-2 2ج 
2513-1- و3 ع 20-2 > 
0+1 2 - »” 1+1 -211 

وبالتالي يكون عدد العقد المعلقة في الشجرة الثناثية (5/:5 -13 
هو (2)00+1 . وهو المطلوب .. 

مثال: 

أكنب أو بين الحالات الممكنة لشجرة مكونة من 4عقد وجذر ولد 


1535 


1 1 


الحالة الثالثة 
..الحالة الثانية. الحالة الأولى 


١ 
ا‎ 
الحالة الخامسة ا‎ 
ا‎ 
الحالة الرابعة ا‎ 
الحالة السادسة ا‎ 
ُ الجذر‎ 
ا‎ 
اللحالة السابعة‎ 
)25( الشكل‎ 
: مثال‎ 

أ- إن البيان في الشكل (26) يمثل شجرة ثنائية: ظ 
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الجذر 


الشكل (26) 
ب- إن البيان في الشكل (27) يمثل شجرة ثنائية منتظمة: 
الجذر 
الشكل (27) 


: 5 


تعريف : 

لتكن الشجرة (75) - 7 شجرة ذات جذر » فإذا كانت المجموعة ()/2 
مجموعة مرتبة كلياً من أجل أي عقدة داخلية « فإننا نسمي 7 شجرة مرتبة 
ذات جذر. إذا كانت 7 شجرة ثنائية مرتبة وكانت المجموعة إطره! - :)14 
وكان 8>ه بحيث > هي علاقة الترتيب الكلي على المجموعة (14)2 فإننا 
نسمي العقدة 4 التابع المباشر الأيسر للعقدة د كما نسمي العقدة 5 التابع 
المباشر الأيمن للعقدة برء وفي الشكل الذي يمثل 7 نبين العقدتين > و ١‏ كما 


يلي 


8 أشجار البحث الثنانية : 
011 1ق :81104125 
لتكن لدينا المجموعة 4. مجموعة منتهية معرف عليها علاقة ترتيب كلي >. 
ننشئ شجرة ثنائية مرتبة (7)4 كما يلي: 
نختار أي عنصر من 4 ونسميه الجذر. إذا كان م هو الجذر فإن 


الشكل(29) يبين ذلك: 
2 
الشكل (29) 
ثم نأخذ.عنصواً من._[ب1+ 4 وليكن ,. إذا كان >؛ فإن الشكل (30) يبين 
مايلي:. 
04 
الشكل (30) 
كر كائن؛ > فإنرالشكلك (31) يبين ما يأتي: 
ع 
0 الشكل (31) 
لنفيضو أن >» الآ نأخذ عنصراً من :4-1 وليكن مم. إذا كان «>م, 
فإذا نخصل! على الشكلم (32) , 
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االشكل (32) 
أما ذا كان >+د فلِننا نقلرن ‏ مع 4- إذا كلن 7 > قإن الشكل (33) بين 


ما يأني: 


الشكل (33) 
أما إذا كان + >: فإن الشكل (34) يدبن ما يأتي: . 


الشكل (34) 
نكرر هذه العملية على العناصر الباقية من 4 بحيث نيدأ حملية:المقازئة دائماً 
من الجذر «. بما أن المجموعة 4 مجموعة-متتهية فإنه-لابدلهذه العغملية أن 
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تتوقف بعدد عدد منته من الخطوات فنحصل على شجرة تنائية مرتبة )1 
تسمى (7)4 شجرة بحث ثنائية للمجموعة 4 . إذا كانت 8ج 4 وكانت > 
علاقة ترتيب كلي على 8 أيضاً فإنه يمكن الحصول على شجرة بحث ثنائية 
(7)8 بسهولة عن طريق تمديد شجرة بحث ثنائية (7)4 كما يأتي: 

ليكن 8 56 ونجري عملية المقارنة مبتدئين من / فنتبع فرعاً بقودنا إلى . 
إضافة 5 إلى الشكل. 

مثال: 

لتكن لدينا (2,3,4-,17] -4 أوجد شجرة البحث الثنائية (7)4 للمجموعة م 
ثم أضف -5 ثم أضف 1 إلى (7)4 بحيث العلاقة > هي علاقة الترتيب الكلي 
على الأعداد. 

الحل: 

نختار 3 كجذر ثم نضيف -2 ثم نضيف 17 ثم تضيف 4-فنحصل على 
الشجرة في الشكل (35) 


)12 
الشكل (35) 


الآن نضيف -5 ثم نضيف 1 فنحصل على الشجرة في الشكل (36) 
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الشكل (36) 


مثال * 
لتكن لدينا المجموعة [/ه,«ا,ىة,«مهبع ,«واءر] - 4 أوجد شجرة البحث 
الثنائية (7)4 للمجموعة 4 ثم أضف 4# ثم أضف «#تاصسمء إلى (14 
حيث العلاقة > هي علاقة الترتيب المعجمي على الكلمات. 
الحل: 
نختار «عاباظ 5-5 ثم نضيف 26,/ه,#مهم و +7 على الترئيب فنحصل 
على الشجرة في الشكل (37) 


ععابع 


مم2 
الشكل (37) 


الآن نضيف /4 ثم نضيف, دم فنحصل على الشجرة في الشكل (38) 
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]قانع 


9-قطر .البيان ٠١‏ ِ 

ليكن لدينا البيان البسيط المترابط (7:5) - © غير خالي بحيث م,عا 10| 
و # | بولتكن  '‏ لاع 

تعريف : 
تطرف ((00062111011) العقدة/ا هو أبعد مسافة عن هذه العقدة وفرمز له 


ب (م)ع. 


(17غ: : (لا,م) 4) همد ع (ممممع 
ا-.هتالة: 5 0 
ليكن لدينا البيان التالي: 


متسس 
3 :0 


1 َ 
الشكل (39) 
أوجد تطرف العقدة /1: نحسبب (04)1/,47 حيث :1,2,3,4,5,6 ح 1 فنجد أن: 


1- 40,42 و 40,3222 و 1ع 400,2 و 21  40/1(‏ . 
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و 2-(4)07,6 و 2ع (قرنا)4 


2 > (11,2,1,2,2) هم د زممم 


تعريف: 
القطر الداخلي( طمومع هذ كته 1أقدمعنهة) للبيان وهو أصغر 
قطرف لفقد البيان أي: 
(لآاء دد: (ممء)صلمم > (ى) 
مفال : 
أوجد القطر الداخلي للبيان السابق. 
فوجد تطرف جميع عقد البيان ثم نأخذ أصغر تطرف فنجد : 
3 -(4)ه , 4-(3) , 22-3)ه , 3ع (20 
4 ع (6) 4 - (2)5 ١‏ 2ح (زمل)ة 


(3,3,4,3,2,4,4 )هعتمم ع ((م)ع )سطس ع (ممم 


2 > رمت 


قغريف: ْ 4 
القطر الخارجي ( طامةءع هذ 5اف20: 6]6081) في بيان هو أعظم 
فطرف للعقد في بيان (,/60 ونرمز له ب . (400: 


الاك م: (د)ع عمط - (6) 0 
ال : 
أوجد القطر الخارجي للبيان السابق : 


24 جلاعم : (بمء)جهمم - (4)0 


. 3 


الشكل (40) 


أوجد القطر الداخلي والقطر الخارجي لهذا البيان 
الحل: 


2000-4 | 3-(ه 200-37 | 23(رسوه ١‏ 4د(رس» 


3- 70م 22 (ريته 3> زناه 
2 > (0)) جد 


4ع )4 

تعريف: 

العقدة المركزية أو عقدة نواة هي عقدة تحقق الشرط التالي : 

(6). ع زماه 

أي القطر الداخلي للبيان © - تطرف العقدة /ا 

تعريف : 

مركز ( نواة ) البيان هو مجموعة العقد الجزئية (ر”,.........., ,ما ,/) - "1 
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(©): - (,”)» من أجل أي عقدة من المجموعة الجزئية. 
مثال : 
لتكن لدينا الشجرة (7)/:58 التالية : 


الشكل (41) 
إن العقدة ,ما والعقدة ,ما عقدتان مركزيتان حيث لديناة 
4 ع ( ينم ع (رما)م 


)ع 


مثال : 
لتكن لدينا البيان:. ‏ الشجرة :59:) - © ؛-فإنها تملك عقدة مركزية واحدة أو ٠‏ 
عقدتين مركزيتين على الأكثر. 


الحل : 
.. نستحّم,الاستفرا»الراياضي” 
1 - من أجل 1- إماء فإن 0ح |5 |عندئذ: 
فأن (6):- (ممم > ا عقدة مركزية ( العقدة الوحيدة في البيان 6 ) 
2- من أجل 2-م|1 >4 1- إضاء عندئذ: 
1ح ())” > ررلا)ه د ( ,ممه 
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إذا كل من العقدين ,ا و ,ا هي عفد مركزية ومفه القضحية تكسون 
صحيحة في هذه الحالة . 

من أجل ١‏ 2خ4م-|م| ؛ عددئذ يكون ادم د إم| ؛ لان البيان المعطى 
هر الشجرة (8,م)17 

ولنحذف عقده معلقة من هذه الشجرة فنحصل على الغصمرة (اقرام)1 
حيث يكون فيها؛ 

( حبيث أن + هي علدة معلفة في الشجرة  )1‏ +4- /| د 'ما 

( حيث أن 8 هو ضلاع معلق في الشجرة 1 ) 4 - م عاق 

إذا فإن 7-7 وبالتالي فإن تطرف أي عندة في الشجرة "1 هو أصعر من 
تطرف أن عندة في الشجرة '1 أي أن ! 

)ع > (مل)ك و 7 ع يزلا "7 ع مزلا 

ولكن نعلم أن الشجرقين "1 و "1 لهما نفس المركز ( النواة ) ( لأنه او 
حدفنا أي عقدة فلا يتغير موفع الدواة وبالتالي درك الفسجرة 1 ودسدرس 
الشجرة "1 ) 

دحذف عندة معلقة من الشجرة "1 فنحصل على القسجرة "1 ويكون؛ 
"ع1 

وإن الشجرثين "1 و "1 لهما نفس المركز. إن طرف أي عقدة مسن 
الشجرة "1 هو أصغر تماماً من قطرف أ ني عندة في الفسجرة 7 .وهكذا 
نتابع حثى نحصل ؛ إما على الحالة الأولى أو على الحالة الثانية: أي أن الشجرة 
تملك عفدة مركزية واحدة على الأقل وغقدنين مركريتين على الأكثر. 

إن الشجرة تحوي عقدثين مركزينين وبالتالي نجد أن ذلك الفسية صحيحة 
هن أجل العثال السابق. 
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0- حصفوفة الاوائر 


تعريف: 
ليكن لدينا الديان (5:/) -© يحيذمءا 197 و 5827| فلن مصفوفة 


الدوائر في البيان © هي المصغوفة التي تمثل الدوائر الممكنة في البيان ونرمز 
لهذه المصفوفة بالردز : ()+-(6)© أيحاد هذه المصفوفة هو عدد الدوائر 
الممكنة في للبيان(7:8) - © ضرب عدد الأضلاع. 

ندرف عناصر مصغرفة الدولئر (6)© كما يلى : 


1 
(©) 6 ع لذ أ د »ع ©)»© 


إن الدوائر الممكنة في البيان: 
2( يعرك) - (6),© (أول دائرة) 
و 4.472 ) - (7)6© (ثاني دائرة) 


52( مبعريف.ة) د ).© ١‏ لثالث دائرة) ا ام د 
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ولا يوجد دوائر أخرى في هذا البيان 
و© 64 و6 62 6 
1 0 60 1 211 
00117 ارج - 06 
0 يذ لجن 1 1 إبج 


خواص مصفوفة الدوائر: 

1-العمود الذي جميع عناصره أصفار فإن هذا يعني أن الضلع المقابل له لا 
' بنتيجع إلى أي دائرة. 

2-مجموع عناصر أي سطر يقابل عدد الأضلاع المكونة للدائرة الموافقة . 
3-التبديل بين أي سطرين يعني التبديل بين ترقيم الدوائر الموافقة. 
4-التبديل بين أي عمودين يعني التبديل بين ترقيم الأضلاع المقابلة. 


ملاحظة : 
ليكن لدينا :البيان (5:/) - © بحيث2عا7| و «8-7|ء ولتكن ٠‏ 


(©)©عمصفوفة الدوائر لهذا البيان ولتكن 8 مصفوفة التأثير لهذا البيان عندئذ ٍ 


١ 
ظ‎ 8)0( * 01 )02( - 2 
ظ‎ 0) + 87 )0©( - 02 
1 


أي أن ناتج جداء مصفوفة التأثير بمنقول مصفوفة الدوائر لبيان ما مثل © 
هو مصقوفة عناصرها إما أصفار أو أعداد تقبل القسمة على 2 دون باقي. 
وكذلك جداء مصفوفة الدوائر بمنقول مصفوفة التأثير هو مصفوفة عناصرها إما 
أصفار أو أعداد قابلة للقسمة على 2 دون باقي . 
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مثال - 
إذا طبقنا ذلك على المثال السابق نجد : 


1 0 1 
اللين0 0 12 
1 ليها 
: 11000 5 
1 1 0إني ]ع ©) 'ن *(8)0 
السو ل 1 060 
1 ليان 
00 انان 
الى 14 ١‏ ”7 
59 
لاود “دم 
2 0 2 
2000 5 
ل ا 
218 022 
إما صفر أو عدد يقبل القسمة على 2 دون باقي 
وكذلك الحالة الثانية فإن : 
00 2 ث2 
2- |2 2 20-©) 0*8 
اا ا ادس 


إن المصفوفة الناتجة هي منقول المصفوفة السابقة . 


1 مصغوفة الدوائر الأساسية 


ليكن لدينا البيان البسيط (7:8) - © ٠بحيثم‏ ا /1ا و مح إكلء» 


ولتكن (6),© مصفوفة الدوائر الأساسية في البيان(5:/) - © ٠‏ أسطرها تمثشل 


الدوائر الأساسية في البيسان (8:/) - © وأعمدتها تمشل أضلاع 


البيان (7/:5) - 6. 
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ذعرف عناصر مصغوفة الدوائر الأساسية كما يلي: 
ب © ر> لآ 0 
1 


دع 
2010100 60 1 


أي أن قيمة ,© هي 1 إذا كان الضلح ,> 5 للدائرة الألاسية المواففة 
0:2 خلاف ذلك. انفرخن أن (6),) هئ مجتاوعة جميع الدوائر 
الأساسية في اليدان ولنكن // سرمي أي: («©) )هار 
فإن أبحلد هذه المصفوفة هو «*/م حيث 1+م-#ع ير علما أن ها عند الحقد 
' و 8 عدد الأضلاع ا ْ ْ 
حثال: ١‏ ! 

يكن الييان المبين بالشكل (43): | ١‏ 


الشكل (43) 
ولنأخذ الشجرة المشدودة على البيان وفق ما بلي: 


عدد الدوائر الأساسية في هذا البيان يساوي عدد الأوثار ويساوي 2. 
إن الدوائر الأساسية هي: 


< و#ري©ن © >2 ,2 
< وغري4ر و6 >ك 2 
إن مصفوفة الدوائر الأساسية هي: 
ٍ و6 و4 وق و ,© 
1 
1 9 1 10020 
0 1 07 170 2 (أجرينا تبديل بين العمودين ,© و 4( 


و6 ب#© © 62© © : 
فإذا رسمنا البيان |الموافق للتعسفوفة: 1 : ».0 فلجذه نيازا 


جزئي يملك أربع عفد و 3 أضلاع و بمثل شجرة مشدودة على البيان. 


1 7 

0ه 6 

01 ا 
الشكل (45) 


ملاحظة: 
بإجراء تبديل بين الأعمدة دحصل على مصفوفة لها الشكل الثالي: 
!© أيناء ,© 


ا 


حيث أن ,1 هي مصفوفة الوحدة من البعد: عر *مم حيث أن بر عدد 
الدوائر الأساسية» أما ,© فهي مصفوفة الدوائر أبعادها: (83:1(*)0-1-دم) 


ولنطبق ذلك على المثال السابق: 


ملاحظة: 

إن رتبة مصفوفة الدوائر الأساسية هي أصغر أو تساوي: 10-8+1 

أي أن: 

1+م - م ك ((©) رن اانه 

2- مجموعة القطع 566 - 1 © 

ليكن لدينا البيان البسيط المترابط (8:)-© بحيثمعالاا و 
# - |5|ء فإن مجموعة القطع 5 هي مجموعة الأضلاع التي إذا حذفناها مسن 
البيان (:/) - 6 نحصل على بيان غير مترابط (7:15) - 8- © . 

ملاحظة 

يوجد أكثر من مجموعة قطع في البيان. 
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5 / 7 6 كلس 
2 2 
2 64 6 64 
عا ولا 6 1 تعر ولا 
لدي ك4 00717 
بيان مترابط 
الشكل (47) 


إذا إن مجموعة القطع هي: 


ف« وهر ره ىرت >- 3 


إن مجمرعات القطع الممكلة في البيان هي: 
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< © و©, رم يعد قر 


< و©ري6©, ي© >> ر 3 


ف م ول 


عبر مترايط قلا يوجه مميار 
يريط نين ونام رو (م95) 


<3 وه و©, ر© >محد 8 


<< و©مو©. © يجمه م5 


افشكل (48) 
8 مصفوفة مجموعات القطع 
ليكن لدينا الييسان (2:)ء © و *- إل و +ع إقاء فسإن مصسقوفة 
مجموعات القطع هي مصفوفة أسطرها تقايل مجموعات. القطبع وأعمدتها تقايل 
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أ 


أصلاح اللبيان ونرعز للها بلزرهز بس ,..(,4) -(5)6 حيث ٠ه‏ عدد مجموحات 


اطع في ليان (2ا:7)- © 


'فترزف صر حصقوقة مجموحات: لطع وقق ها يلي 0 
رق © رع أ مسب ةا 
088 وبي" يدل : 


ألوجد مصغوقة الفطج لللنيلن الصاوق: 


يرود ني البيان االمحطلى .6 ممتجتوز حظنك تظح ررحي : 


ديم فك يذ 5 < بابي 4ك ذا 
< يي كه را : < وريه كت را 


)<< ينار جنا/ري:ة > يا << رون كديا 
١‏ ين :4 يني 4 


00 لل 1 © طأ ار 
0 © © © 1 1اي؟ 
ته 1 ه.1.ه مإطوريي 
اه 41 11 © هإيه 2.202 

1ه 1 5 #81 
1 1 شد1 هاي» 


تغريفت: 

مجموعة القطع الأساسية هي أصغر مجموعة من الأضحلاع إذا حذفت من 
البيان (5:/) - © نحصل على بيان غير مترابط وتحتوي هذه المجموعة ضلع 
واحد فقط من الشجرة المشدودة على البيان وبقية أضلاع هذه المجموعة أوثار. 
4- مصفوفة مجموعات القطع الأساسية 

هي مصفوفة بعدها يساوي :7*/م حيث أن 120 عدد أضلاع البيان و /م 
عدد مجموعات القطع الأساسية الموجودة في البيان نرمز لها ب (©),/ 

خواص مصفوفة مجموعات القطع 

2-العمود الذي جميع عناصره أصفار هو ضلع لا ينتمي لأي مجموعة قطع 

خواص مصفوفة القطع الأساسية: 

عند إجراء تبديلات على مصفوفة القطع الأساسية بين الأسطر والأعمسدة 

[7 : 'طاد ما 

حيث أن '(1 هي مصفوفة أعمدتها تمثل الأوتار ومجموع عناصرها وفق. 
الأعمدة يمثل عدد تكراراك الوثر في مجموعات القطع الأساسية و 1 هي 
مصفوفة الوحدة» تمثل الشجرة المولدة على البيان المعطى. 

أ ظلَة - حص حة 

إن تكرار الأوتار في مصفوفة القطع الأساسية هي دوماً أعداد زوجية. 

مثال: 

إذا كان لدينا البيان المعطى بالشكل (50). 
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الشكل (50) 


إن مجموعات القطع الأساسية في هذا البيان هي: 
< و#لاروه, ريك رذ 5 < © ]ق>- |8 
< يعر >ت رذ 
إن مصفوفة مجموعات القطع الأساسية هي: 
و© © © ي©اييره 
0 100 8,1 


1 10 1 0إي5-©6),/ 
0 1 1 5,00 


بالتبديل بين العمود الأول والثالث ٠‏ و بين العمود الرابع والخامس نحصل 


على المصفوفة التالية: 
عر عن مسبو 11 
0 1 0: 1 4,61 
رن ل © اليل 1 
تعريف: 


البيان المرافق هو بيان عقده تقابل المناطق في البيان الأصسلي وأضلاعه 


تمثل الحدود الفاصلة بين مناطق البيإن الأصلي. 
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حال 
لليكن لديما البيان الكثني: 


إلى عند «مجمرعات التقطج في البيان. الأتصللي تسسالويي ند اللاووالرر في البيلن 
الاير النك.. 1 ٌْ 
هالعطللة:: 
إن اللبيان اللعرالق البيال الحررالق هر اللبيان ا#الهباي 
إل عدد المنالطق. في البهالل الحرالئ تساودن. عدد مجو انيه الفيفع الللسة. 
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5 مصفوفة المسارات 
تعريفه: ا 
مصفرفة المسارات هي مصفوفة أسطرها المساراك الممكنة بين العادتين 
المختارتين في الديان وأعمدتها أضلاع البيان ونرمز لها ب ,بر(رم) - (7)0 
حيث أن م هو عدد المسارات الممكنة بين العقدتين المختارتين؛ ,برو ,م 
وبالتالي: 


الشكل (53) 
أوجد مصفوفة المسارات بين العقدقين ١,‏ و ,بر 
الحل: 


بن لاستدكين الور بويج ادرنا اتات لثالية: 00” 
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1 000 0إ]يم ح (6) رمج 
1-0 1 0 كايم 


مثال: 


ليكن لدينا البيان المعطي بالشكل 549) التالي: 


الشكل (54) 


أوجد ما يلي: 

- عدد السقالات في البيان 6. 

- أوجد مصفوفة التأثير في هذا البيان: 

- أوجد مصفوفة الدوائر والدوائر الأساسية في هذا البيان. 
-2- أوجده مصفوفة القطع والقطع الأساسية في هذا البيان. 
- 2 أوجد مصفوفة المسارات بين الجقدتين ,لا و ولا: 
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6- مصفوفة الدوائر في البيان الموجه 

ليكن لدينا البيان الموجه (6)2,8 ٠‏ إن مصفوفة الدوائر في البيان 
الموجه (,<)6 هي المصفوفة ز(رت) - (0)© حيث م هو عدد الدوائر في 
البيان الموجه. 

جهة للدوران: م 

نعتبر الدوران عكس عقارب الساعة هو الاتجاه الموجب والدوران مع 
عفار ب الساعقزهو الاقف السالب. 

ملاحظة: 

نعرف عناصر مصفوفة الدوائر في البيان الموجه (,)6 كما يلي: 

إذا كان الضلع ,2 ينتمي للدائرة وجهته ضمن الدائرة بعكس عقارب الساعة 
(أي بالاتجاه الموجب) فإن قيمة رم هي 1 وإذا كان الضلع) ,2 ينتمي للدائرة 
وجهته ضمن هذه الدائرة مع جهة دوران عقارب الساعة (أي باتجاه سالب) فإن 
قيمة رع هي 1- وإذا كان ,2 لا ينتمي للدائرة تكون قيمة ره هي صفر . 

مثال: 

ليكن لدينا البيان الموجه (,-)6 المغطى بالشكل (55)» عندئذ يكون: 


الشكل (55) 
إن جهة ,2 مع جهة دوران عقارب الساعة وكذلك ,2 أما جهة,ةفهي 
بعكس اتجاه دوران عقارب الساعة. 
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7- مصفوفة الدوائر الأساسية في البيان الموجه 

ليكن لدينا البيان الموجه (,م)6» فإن مصفوفة الدوائر الأساسية لهذا للبيان 
الموجه (,6)2© هي مصفوفة أسطرها تمثل الدوائر الأساسية في البيان 
وأعمدتها هي أضلاع البيان وتعرف عناصرها بنفس طريقة تعريف عناصر 
مصفوفة الدوائر للبيان الموجه ويرمز لها ب: (2©,)6 
8- مصفوفة القطع في البيان الموجه 

ليكن لدينا البيان الموجه (6),8 »عفإن مصفوفة القطع هي مصفوفة 
أسطرها مجموعات القطع وأعمدتها أضلاع البيان نرمز لها ب (1)6 » وتعرف 
عناصر مصفوفة القطع كما يلي: 

إذا كان الضلع ,2 موجود في مجموعة القطع ,ى وكان داخل للعقدة ,ا 
فتكون قيمة ,م هي 1.» أما إذا كان الضلع ,2 موجود في مجموعة القطع ,؟, 
وكان خارج من العقدة ,/افتكون قيمة ,# هي ٠-1‏ وإذا كان ,2 غير موجود في 
9- . مصفوفة مجموعات القطع الأساسية في البيان الموجه 

ليكن لدينا البيان الموجه (6)2,8© ٠‏ فإن مصفوفة مجموعات القطع 
الأساسية هي المصفوفة التي أسطرها مجموعات القطع الأساسية وأعمدتها هي 
أضلاع البيان نرمز لها ب (4,)6. تعرف عناصر مجموعات القطع الأساسية 
كما تعرف عناصر مصفوفة القطع في البيان الموجه. 

١ 7 مثال:‎ 

لفك تلذينا إلييان الموجه المعطى باليؤبكل (56). 

١ 
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- أوجد مصفوفة التجاورن. 

-أوجد مصفوفة التأثير. 

-أوجد مصفوفة الدوائر. 

- أوجد مصفوفة الدوائر الأساسية ٠‏ 

- أوجد مصفوفة القطع. 

- أوجد مصفوفة مجموعات القطع الأساسية. 


الحل: 


-أن مصفوفة التجاور . 


”انبل رن 7 
2121 9 
يم 
1 10 1 1ح لون 
6 1- 0 1دايم 1 
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- إن مصفوفة التأثير هي: 


1 1 0 0 1اإنم 
86-7 
اي ,0 هل 4ك 0 لبنس 
كي 0 و أ 

-إن مصفوفة الدوائر هي: 
يحتوي البيان الموجه المعطى ثلاث دوائر وفق ما يلي: 

< و6روة 6 >د ,6 

< وفروة رو >ت ي6 


< ث6 و6 و66 >5 وه 


إذا فإن مصفوفة الدوائر هي: 


تب :4<( 3 


سساح اوه 
- أن مصفوفة الدوائر الأساسية هي: 


نختار أي شجرة مشدودة على البيان الموجه المعطى ثم نوجد الدوائر 
الأساسية] 
فإذا اخترنا الشجرة المشدودة التالية: 
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فنجد دائرتين أساسيتين هما: 


< و6ري6ى 6 >د © 


< ,6و6و6 > رة 
65 ع2 ااعسوكي] 6 


ااا 00 
اا ا ا 


- مصفوفة مجموعات القطع: 
إن مجموعات القطع هي: 
< و6.و6, ,6 >ت إلى 
0-5 > رد 
بابطن فسا + 
< ,8,2 >- وى 
< و6روهىية >داولق 


< يقري >د رق 


إذا مصفوفة مجموعات القطع هي: 


1- 0 1 0 أت عي 
1 1ب 0 إيى 


إن مصفوفة مجموعات القطع الأساسية هي . 


إن مجموعات القطع الأساسية هي: 
غ6 >ت رذ 
< 6و6 و >ت رذق 
< وقررتة >ت و3 


إن «صفوفة مجموعات القطع هي: 


و 
35 
إحدع| 
2 
أٌ 
وديا 
6 


المجموعة < ,2,,,, >ت ,ى بحذف هذه الأضلاع ينتج: 
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نعثبر ها عقدة 


الشكل (58) 


إن ,2 خارج من العقدة التي في اليسار > 1+ 
2 داكّل إلى الهذه العقدة جه 1- 
خارج من هذه العقدةع» 1+ 
بقية الأضلاع: آررة > 0 
ويكون السطر الخامس من المصفوفة: ,2 ,2 ,2 ,2 22 


لذ 0 06-1 1+ وى 


.ونفس الشيء بالنسبة لمصفوفة مجموعات القطع. 


إذا أخذنا العكس أي: 
داخل إلى العقدة التي في اليمين > ل- 
6 خارج من هذه العقدة م 1+ 5 عه 


و داخل إلى هذه لشن كي 1ك 


1- 0 1+ 0 1- وى جه فنجد 
إن المصفوفة الناتجة تكون مكافئة للمضفوفة الأولى. 
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ملاحظة: 1 د 


والأقواس الخارجة من العقدة.. 
مثال: 


ليكن لدينا البيان الموجه المعطى كما يلي: 


الشكل (59) 


لتكن الشجرة المشدودة على البيان هي: 


الشكل (60) 


1 


أوجد المصفوفاتث التالية: 


ظ 
ْ 
ئ 


- مصفوفة التجاور - مصفوفة_التأثير - مصفوفة الدوائر والدوائر 
الأساسية - مصفوفة القطع والقطع الأساسية . 
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إذا زود البيان الموجه بالأوزان التالية: 
5- ي»» 22 يه 3 - يم 4- ,م22 - ,© 3 - ,2ه ٠»‏ 1- وه 


- أوجد مصفوفة الممثلة للبيان المعطى ؟ 


الحل: 
- مصفوفة التجاور 
ميدي 4 دنا 
اود##0ااير 0 
0 0 طزذي 0 1-إكياتم 
1 1 0 1- 0إسسع )لق 
1 0-1140 1-إيس 
60 00-11 1-إوس 
- مصفوفة التأثير: 
6 2 2 6 6 2 3 
010 0م 1-05 نس 
00 0 0 0 1+ 1حايم 
1+ 000 0 1+ 1- 0إرسم د26 
0 1 ليو اشيررنة 0 .0 ١‏ 
1 00151 0 0 0س 
- مصفوفة الدوائر: 


لنوجد الدوائر في البيان الموجه: 


< و6 6و ي6, © > ري 62 2 < 66ر6 © >ت ,6 
< ,©,و©, ب© >- و0 2 < نو ى6:و© > و2 
< 6و6 ر©وو© >> م8 0 < ب©وع©, ر©ر ي©, 6 >> و0 
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إرشاد: 


القوس الداخل في الدائرة ,» والذي جهته ضمن الدائرة مع جهة عقارب 
الساعة يقابل عنصر في المصفوفة: 1- والقوس الداخل في الدائرة ,» والذي 
جهته ضمن هذه الدائرة بعكس جهة عقارب النساعة سيقابل عنصر في 
المصفوفة: 1+ والقوس غير الموجود في الدائرة يقابل: صفر. 


© ع6 .و6 و© بثك ثأييوة >2 


١‏ ال اد 


- مصفوفة الدوائر الأساسية: 


لنأخذ الشجرة المولدة في البيان كما يلى: 
في 


الشكل (61) 


أن عدد الدوائر الأساسية في البيان يساوي عدد الأوتار في هذا البيان» إذا 
لدينا ثلاث دوائر أساسية. 
100 


فالدوائر الأساسية هي: . 
8 >< وقروةر و6 8 >د راج 
>< برو و2 ررق ,2 >د واج 
و >< وق رةررة, ,3 >د واج 
إن مصفوفة الدوائر الأساسية هي: 


اله 2 ولع ال اش يسن 

0 4 15 4ك ١ك‏ اكات 

1- 1+ 0 1+ 0 1- 1-]ري-0,)6 
0 1 0 1 1ك اكات 


-- مصئثوفة ال : 
سئوفة القطع 


< وقروهرية >5 رقا 1 ع < يتى6 > رذ ») < بي6روةى2 >- رذ 
< يقرو ري >5 و3 ؟ ‏ < ,6,6,6 >< و3 )4 < وقرع6, و6 >5 ,5 


< بوقرع روقررة >> وق كك < بقرع6رب6,ر و6 >5 و3 © < وقرب6ى 6 >د رذ 


< ب#روةروقرية >ت يرق ٠‏ < يقرو6,رو6رية >ت ررق ١‏ < وق8رو8, ,662 >5 ورق 
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6006© #6 ه# 2و2 و2 6 
60 0 1+ 1+ 0 0 إبجاب8 
0 0 0 00 1 1دايرة 


- مصفوفة مجموعات القطع الأساسية: 
إن مجموعة القطع الأساسية هي عبارة عن مجموعة قطع والتي تحوي 
ضلع واحد فقط من الشجرة المشدودة على البيان وباقي أضلاعها أوتار. 


الشكل (62) 


أي أنها أحد المجموعات السابقة والتي تحوي ح من الشجرة المشدودة 
على البيان والباقي أوتار في البيان. 


وإن عدد' مجموعات القطع الأساسية في بيان ما (بسيط ومترابط) يساوي 
عدد المناطق في البيان المرافق لهذا البيان. 
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ذا لدينا أربع مجموغات قطع أساسية في البيان المعطى وهي: 
,5 2< بقروةررة >د 3 
و4 2< رقروةررة >د وق 
و3 -< بةرو2,و8 ,2 >- وق 
بر 2< بقروة, وقررة > راق 
ومنه تكون مصفوفة القطع الأساسية هي: 


6626© و6 و© © 2© © 

0 110191+1- 1+ 0 ”7ل |2 
009-121 00 02 3 
0 51 1+ [60 1- 0 1+اقة 
0 1-س]احع يي 0 1+ 1- 8:00 


0013 


تمارين 

1- ليكن لدينا البيان المترابط (5,”) - © » نقول أن © وحيد دوائر إذا 
احتوى على دائرة واحدة فقط. أثبت أن © وحيد دوائر إذا وفقط إذا كان 
| > اضا. 

2- إذا كان البيان (,/) - 6 دائرة و »- |/!|. فكم عدد الأشجار المشدودة 
على البيان ©؟ 

3- أثبت العبارة التالية إذا كانت صحيحة أو خاطئة » أعطي مثالاً مناقضاً 
إذا كانت خاطتة: إذا كانت الشجرتين ,7 و ,7 مشدودتين على البيان: © 
فيجب أن يكون بينهما ضلع مشترك. 

4- إذا كانت الشجرة (5,/) -7 بحيث »|| فأوجد مجموع قدرات 
عقدها. ' 

5- إذا كان البيان (5:/) - 6 الشجرة أثبت أن (5:/) - © بيان ثنائي 
التجزئة. 

6- أوجد مثلاً على بيان (8:) -© بحيث يحقق: 1-/1-|| ولا يكون 


3 


شجرة. 
7- ليكن لدينا البيان البسيط (0)5:5©. حيث 7|<3|. برهن أن العبارتين 
التاليتين متكافئتان: 


أ- البيان © مترابط ولا يحتوي على عقدة +دء حيث [«] مجموعة 


ب- إذا كانت > * بر »م ثلاث عقد مختلفة فإنه يجب أن يوجد مسار 
من العقدة عر إلى العقدة بر لا يحتوي 2. 
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8- لتكن لدينا الشجرتين ,7 و ,7 مشدودتين على البيان (7,5) - © وليكن 
الضلع عه حيث (8507-(50 ع6. أثبت أنه توجد شجرة ,7 
مشدودة على البيان © تحتوي © وجميع أضلاع ,7 ماعدا ضلعاً 
والخذا. 

9- فيما يأتي: 


أوجد الأشجار المشدودة على البيانات بحيث يكون جذرها د 


1/5 


0- ليكن لدينا البيان (07:5)© ولتكن 7ت 5. نقول أن: ى مجموعة قطع 
للبيان © إذا كان البيان الجزئي (45-© غير مترابط. ولا توجد 
مجموعة جزئية 7 من المجموعة 5 بحيث يكون البيان الجزئي 
6-7 غير مترابط. 


1- أوجد مجموعتي قطع للبيان المعطى في الشكل التالي: 


0 0 


2- أوجد «ر,د)2 لكل بيان من البيانات التالية: 
0 / ل ؛ 
4 


3- أوجد قطر كل بيان من البيانات في تمرين (12). 
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التشفير والترميز 
0 امه سه د5عل200 
1-شيفرة هوفمان : 
لتجلالنينا المجموعة 17 مإنك2 7 مؤنهبة غيق اليةكتهي ”5 أبجدية 
ونسمي كل عنصر في 3١!‏ محرفاً. كل نسق منته من حروف (١‏ يسمى 
كلمة. إذا كانت [1.4 ها 2ر2 فإن كلا من 42:4, :1 224», نومره كلمة حروفها 
مأخوذة من .5١‏ نسمي الكلمة التي لا تحتوي على حروف الكلمة الخالية 
ونرمز لها بالرمز 6. ولتكن المجموعة !25 مجموعة جميع الكلمات التي 
يكمن الصول عليها بوساطة || '5. إذا كانت الكلمة !5ج فإننا نعرف 
طول ا على أنه عدد الحزوف التي تتكون منها ونرمز لهذا الطول بالرمز 
)2 . فمثلاً 3 - (مه)ءط,1 - (م)ش,0 - (0) . إذا كانت [0.1) -! 2 فإننا نسمي 
"5 مجموعة الكلمات الثنائية» ومن المعروف أنّه للكلمات الثنائية أهمية 
قصوى حيث إن الحواسيب تخزن المعلومات والبيانات على شكل كلمات ثنائية. 
إذا كانت © مجموعة منتهية من الحروف أو الرموز فإنذا ننشئ تقابلا بين © 
.مراع ين ,لكأت للثنائية: ونسمي هذه العملية يفظيرا الرم قي .فلشلا 
إذا كانت [74,+,14-© وكانت 24 هي مجموعة الكلمات الثنائية 
: (00,0,10,101 - 4 فإن تشفير © يمكن أن يتم بواسطة التقابل 24 ج ©: ثر 
المعرف كما يلي: 
0- مير , 10ح طعي , 110 )ير ,101د هاي , 
في معظم أنظمة التشفير المعروفة نجد أن أطوال الكلمات الثنائية المستعملة 
لتشفير الحروف متساوية»؛ وفي هذه الحالة نقول إن نظام التشفير ذو طول ثابت. 
إن شيفرة هوفمان ليست ذات طول ثابت» وخلفية هذه الشيفرة أن تكرار الحروف 
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التي يراد تشفيرها يختلف من حرف إلى آخرء وبالتالي» فإنه من الأفضل تشفير 
الحروف التي تكرارها مرتفع نسبياً بكلمات ثنائية قصيرة. من ناحية أخرى فإن 
شيفرة هوفمان تحقق ( خاصة الصدر) التالية: إذا كانت الكلمة الثنائية ,د هي 
شيفرة الحرف + وكانت « هي شيفرة الحرف بر فإن الكلمة + لبست صدراً 
للكلمة (أي أن + : حيث ١‏ كلمة ثنائية) كما أن »: ليست صدراً للكلمة «. 
وبسبب هذه الخاصة لا يكون هناك أي غموض أو التباس عند فك الشيفرات. 
تعريف : 
لتكن [,ند,..., ,:] - © مجموعة من الحروف ولتكن 8 ج ©: كر هي دالة 
التكرار (أي أنه كلما كانت عدد المرات الذي يظهر فيها ,:د و ()مر فإن بد 
يظهر (,)يم مرة). إذا كانت «,...,1-:, د هي شيفرة ,د في نظام معين 
للتشفير فإننا نعرف وزن هذا اللنظام على أنه العدد 
(,12(,د)ر +:.0+(0(10)/ - 17. نسمي نظام التشفير أمثلياً بالنسبة إلى 
مجموعة من الأنظمة إذا كان وزنه أصغر من أو يساوي وزن أي نظام من هذه 
الأنظمة. 
قبل أن نعرض الخوارزمية المتعلقة بإيجاد شيفرات هوفمان نود أن نذكر 
(من دون إثبات) أن شيفرة هوفمان أمثلية بالنسبة إلى الأنظمة ذات الطول 
المتغير والتي تتمتع بخاصة الصدر. 
2-خوارزمية شيفرة هوفمان 
لتكن © مجموعة من الحروف ولتكن # جب 0:ثر هي دالة التكرار. 
1- من أجل أي محرف © ج+ نرسم عقدة و نعلمه بالعلامة (د)مر 
حيث تكون جميع العقد على سطر واحد نسميه السطر الأساسي 
وبحيث تكون العلامات مرتبة تصاعدياً من اليسار إلى اليمين. 
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2- أبدأ من اليسار واجعل العقدة الأول تابعاً مباشراً أيسر لعقدة جديد 
واجعل العقدة الثاني تابعاً مباشراً أيمن لهذه العقدة الجديدة ثم نعلم 
العقدة الجديد بمجموع علامتي العقدتين الأولى .والثانية ثم نعدل 
البيان بحيث تكون العقدة الجديد في السطر الأساسي. 

3- عدل البيان بحيث تكون العلامات مرتبة تصاعدياً في السطر 
الأساسي. 

4- كرر الخطوة (2) والخطوة (3) كلما أمكن ذلك. ( لاحظ أن © 
مجموعة منتهية وبالتالي» فإن الخوارزمية تتوقف بعد عدد منته من 
الخطوات وذلك عندما يحتوي السطر الأساسي على عقدة واحد 
فقط نسميه الجذر). 

5- ارسم الشجرة الثنائية التي حصلت عليها في الخطوة (4) بدون 
علامات ثم علم كل ضلع يربط عقدة أ بتابعه المباشر الأيسر 
بالعلامة 0 وعلم كل ضلع يربط عقدة أ بتابعه المباشر الأيمن 
بالعلامة1. 

تسمى الشجرة التي نحصل عليها بوساطة الخوارزمية السابقة شجرة 
هوفمان. من أجل أي محرف © ©* فإن العقدة الذي تمثل * تكون ورقة في 
هذه الشجرة» ولإيجاد شيفرة * فإننا نكتب (من اليسار إلى اليمين) علامات 
الأضلاع التي تقابلها إذا انطلقنا من الجذر واتبعنا الفرع الذي يربط الجذر 
بالورقة التي تمثل 3. 
مثال : 

لتكن مجموعة المحارف [:,,د,”,»,4)- © ولتكن الدالة 8 ج ©:م/ معرفة 
كما يلي: 

4 > (©) ,24 - () ررة د (©) ,7 - © ) ررق8 - (4)/ 
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أ- أوجد شجرة هوفمان ثم أوجد شيفرة هوفمان للمجموعة 6. 
ب- أوجد وزن الشيفرة. 

ت- شفر الرسالة الآتية: "©425", 

ث- فك الشيفرة الآتية: 0010101000, 


الحل: 


() (1) الخطوة الأولى: 


© 6475| © ركيم اهم 
٠ 4 5 5 8 24‏ 
ندل (ا) ظ 
(2) الخطوة الثانية ظ 
١٠2 © ©‏ 
24 8 7 ظ 
0 ظ 
5 4 : [ 
الشكل (2) ظ 


1560 


(3) الخطوة الثالثة: 


© ثم © © 
. 722228 


24 


5 4 
الشكل (3) 
(4) الخطوة الرابعة: 
22 
١‏ »و 6 ' 
5 4 8 7 
الشكل (4) | 


(5) الخطوة الخامسة: 


9 1 6 
24 
7 
اك‎ 4 5 7 ١ 


الشكل (5) 
181 


(6) الخطوة السادسة: 


ْ 
ا 
ا 
1 


وبالتالي» فإن شجرة هوفمان هي: 


الشكل (8) 
و إذا رمزنا لشيفرة الحرف * بالرمز * فإن الجدول التالي يعطينا 


(ب) إن وزن الشيفرة هو: 

(24) (1) + (8) (3) + (7) (3) + (5) (3) + 42) (3) ح /آآ 
6- 24 + 24 + 21 + 15 + 12 - 
١ج(‏ إن شيفرة "مرج وول " هي 0 سسشش2غ112122) 


(د) بفك الشيفرة المعطاة نحصل على الرسالة "بوعه2". 
ملاحظات 
1- في المثال السابق يمكن الحصول على شيفرة أخرى وذلك بتعديل 
الخطوتين السادسة والسابعة كما يأتي: 
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الخطوة السادسة: 


©6 
5 
الشكل (9) 


الشكل (10) 
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وبذلك تكون شجرة هوفمان هي: 


الشكل (11) 
ا وبالتاللاً نحصل على الجدول الأتي: 


واضح أن وزن الشيفرة الجديدة يساوي وزن الشيفرة الأخرى ولكن يحدث 
تعديل في تشفير الرسائل وفك الشيفرات. لذلك» نتفق على ألا نغير ترتيب العقد 
في السطر الأساسي إلا إذا كان ذلك ضرورياً. 
2- من الملاحظة (1) نستنتج أنه يمكن أحياناً الحصول على أكثر من حل 
لمسألة إيجاد شيفرة هوفمان وبالتالي فإن هذه الشيفرة ليست وحيدة. 
3- الترميز البولندي 
01411011 011511 


تعريف: 
لتكن لدينا الشجرة الثنائية المنتظمة المرتبة ذات الجذور («,(ك,7) -7). 
إذا كانت العقدة /اع+ فإننا نرمز بالرمز (7)2 للشجرة الجزئية ذات الجذر. » 
وإذا كانت العقدة » هو التابع المباشر الأيسر للعقدة د وكانت العقدة 8 هو 
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التابع المباشر الأيمن للعقدة » فإننا نسمي (7)6(15* المرافق الصدري للعقدة 
د ونسمي + (7)5 (7)6 المرافق العجزي للعقدة :د كما نسمي (1)0(1)5 
المرافق الداخلي للعقدة مد. 
تعريف: 
نقول إننا قد أجرينا تسلقاً مباشراً للشجرة 7 إذا قمنا بما يلي: 
(1) نكتب المرافق الصدري. للجذرء ليكن هذا المرافق هو 
()0217) 07 
(2) من أجل كل عقدة داخلية « نكتب المرافق الصدري د مكان 
(162»؛ ومن أجل أب ورقة بر نكتب نر مكان (2)7. 
(3) نكرر الخطوة (2) كلما أمكن ذلك. 
تعريف: 
نقول إننا قد أجرينا تسلقاً عكسياً للشجرة 7 إذا استخدمنا المرافق العجزي 
بدلاً من المرافق الصدري في (1) و (2). كذلك نقول إننا قد أجرينا تسلقاً داخليا. 
للشجرة 7 إذا استخدمنا المرافق الداخلي بدلاً من المرافق الصدري في (1) و 
(2. 


مثال : 


لتكن (7,7) هي الشجرة في الشكل (12) 


" 


الشكل (12) 
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أ- أجر تسلقاً مباشراً للشجرة '3. 
ب- أجر تسلقاً عكسياً للشجرة 7. 
ت- أجر تسلقاً داخلياً للشجرة 7. 


الحل: 
أ- _الخطوات التالية تزودنا بتسلق مباشر للشجرة 2. 
الخطوة الأولى: 
( 7 1م 
الخطوة الثانية: 
(2) )2171 6001 41م 
الخطوة الثالثة: 
272 ) 0(1) 1م 
الخطوة الرابعة: 
2 3117 0 © ذه م 
ب- الخطوات التالية تزودنا بتسلق عكسي للشجرة '3. 
الخطوة الأولى: 
(2م)'7 (ه)1 
الخطوة الثانية: 


(770)0(1102 61030 (0) 1 
الخطوة الثالثة: 
1[ 200 10010171 
الخطوة الرابعة 
012112101112 
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نلاحظ أن يمكنْ الحصول على النتيجة الأخيرة في (أ) عن طريق متابعة 
السهم الموجود في الشكل (13). 


5 32 


الشكل (13) 
'كذلك نلاحظ أنه يمكن الحصول على النتيجة الأخيرة في (ب) عن طريق 
متابعة السهم الموجود في الشكل (14) وكتابة العقد من اليمين إلى اليسار: 


الشكل (14) 
إذا كانت م عبارة حسابية فإنه يمكن تمثيل م بشجرة مرتبة حيث تمل 
العمليات الثنائية بالعقد الداخلية وتمثل الثوابت والمتغيرات بالأوراق» ونسميها ظ 
شجرة العبارة م. في ما يلي نستخدم / للدلالة على القسمة. كما نستخدم * ظ 
د 
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3 
ع اع 


للدلإلة على الضيرب ونستخدم 182 +(4**0) بدلاً من *4. إذا كانت [] عملية 
ثائية على مجموعة ما فإننا نمثل العبارة « لاع بالشجرة المرتبة التالية: 


8ك 
3 ' 2 


خد تدك كفب الشكل (15) 
إذا كانت العملية (] تبديليه فإن :[] بر- 1+ وبالتالي فإنه يمكن إنشاء 


ل 

. 0 
0 0 الشكل (16) 

أما إذا كانت العملية [] غير تبديليه فإن الشجرة المرتبة الوحيدة. إن شجرة 


العبارة 2-3 هي: 
3 ه 0 


الشكل (17) 


شجرة أخرى وهي: 


مثال : 


حد شجرة العبارة انعفدت 


)+ 2(مج+ع) 
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الشكل (18) 


إذا كانت 7 هي شجرة العبارة م فإن العبارة التي نحصل عليها عن 
طريق التسلق المباشر للشجرة 7 تسمى الترميز البولندي للعبارة م » أما العبارة 
التي نحصل عليها عن طريق التسلق العكسي للشجرة 7 فتسمى الترميز ظ 
البواندي العكني للعبارة #. كذلك» تسمى العبارة التي نحصل عليها عن طريق ...| 
التسلق الداخلي للشجرة 7الترميز الداخلي للعبارة م . إن الترميز الداخلي غير ْ 
صالح لحساب العبارات وذلك لأن الأقواس ضرورية. أما أهمية كل من الترميز 
البولندي و الترميز البولندي العكسي فإنها تعود إلى أن عدم وجود الأقواس لا 
يؤدي إلى أي غموض في الحسابات. 

مثال : 
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لتكن م هي العبارة المعطاة في المثال السابق 
أ- أوجد الترميز البولندي للعبارة م. 
ب- أوجد الترميز البولندي العكسي للعبارة م. 
الحل 
أ-. باستخدام شجرة العبارة م الموجود في المثال السابق نجد أن: 
4 ل ع*-/ 2ن + »دمر 
ب- باستخدام شجرة العبارة م الموجود في المثال السابق نجد أن: 


داوق *خ*+ زن 
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تمارين 
1- أعط مثالاً على شجرة ثنائية منتظمة ومثالاً على شجرة ثنائية غير 
2- لتكن الشجرة الثنائية المنتظمة (7,5) -3 بحيث + - || أثبت أنه إذا 
كان «, هو عدد العقد الداخلية في 7 فإن 2,0+1 -+ وأثبت أن عدد 
الأوراق في 7 يساوي 0+1,. 


3- لتكن لدينا الشجرة (,17) - 7 المعطاة بالشكل التالي: 


21 


أ- أوجد مجموعة العقد الداخلية للشجرة 73. 

ب-أوجد مجموعة الأوراق في 17. 

ت-أعط مثالاً على فرع في 7. 

ث-أوجد ارتفاع 7 ومستوى كل من العقد 4 ,+ ١,‏ , ي. 
ج- أوجد الشجرة الجزئية ذات الجذر ٠4‏ 

ح- أوجد تابعاً مباشرا للعقدة م وأوجد تابعاً للعقدة 4. 


4- لتكن (ك,4) مجموعة مرتبة كلياً حيث 
!6 6نه», همد , هالا [و, نم1 - 4 وبحيث أن العلاقة > هي علاقة 
الترتيب المعجمي على الكلمات. 
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أ- أوجد شجرة البحث الثنائية (7)4 للمجموعة 4. 
ب-أضف بيو ثم أضف ,و5 إلى (7)4. 
5- حل التمرين (4) من أجل: 
أ- ‏ [ مممع, لسلست علق ع«عطاسد, وستمسل, بردمط, مرا - م ثم 
أضف «ن#ى ثم أضف مم إلى ()7. 
ب- [ وعثر, 4ءلوءت ,76ه, وادمعم , [أه! -م ثم أضف أمياوه 
ثم ليف «#مسنه إلى (م)'1. 
6- لتكن (>,4) مجموعة مرتبة كليا بحيث (3,0,5,8-,4-1-7 
والعلاقة > هي علاقة الترتيب الكلي المعرفة على الأعداد. 
أ- أوجد شجرة البحث ثنائية (7)4 للمجموعة 4. 
بحأضهه 3 ثم أضف 20- إلى (7)4. 
7> حل التمرين (6) من أجل: 
أ- (2,5,6, 1ك د - #4يأتم أضف 11 ثم أضف 15 إلىأ ا 
٠ .7)4(‏ 


ب-[3,5,7,9 -4 ثم أضف 5- ثم أضف 2 إلى (17)4. 


8- لتكن [ نا, 14, 1.ة, كى,4! - © ولتكن 8 ج ©: /ر معرفة كما يلي: 


0 [ك/1 1 5 3 اسع اعد 
4 |5 |25 9 7 32 60 


أ- أوجد شجرة هوفمان ثم أوجد شيفرة هوفمان للمجموعة 0. 


ب- أوجد. وزن الشيفرة ثم شفر الرسالة "541-401". 


ت-فك الشيفرة 101111011010101001110111. 
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9- لتكن (2,17, 4,1,4 - © ولتكن 8ج 0:ثر معرفة كما يلي: 
1 8 1 1 | ثم غ1 ]| 
ظ 6 9 1 12 7 | 15 ظ مر 
أ- أوجد شجرة هوفمان ثم أوجد شيفرة هوفمان للمجموعة 0. 
ب-أوجد وزن الشيفرة ثم شفر الرسالة "1/ل41". 
حفك الشيفرة 1001010100. 


0- لتكن [4, /1, 14, 5, 17 - © ولتكن 8# ج ©: ثر معرفة كما يلي: 


5 111 الس 


- أو شجرة هوفمان ثم أوجد شيفرة هوفمان للمجموعة 6. 
ب-أوجد وزن الشيفرة ثم شفر الرسالة "2/413 
ت-فك الشيفرة 110111000111. 


1-أوجد شجرة هوفمان ثم أوجد شيفرة هوفمان من أجل 


2-- لكل عبارة من العبارات التالية» أوجد شجرة العبارة؛ الترميز البولندي» 


والترميز البولندي العكسي: 

أ 1 ر3 2 3 
يده وج تفده علد مر 

. 0 2+ |<« 

5 0 )دم 


شد | ساب بك إوشردي - م 
ج- 1 قرب “)1+ تىراجع) دم 
ح- 5+ كير - شيرب (1-ي)(1 + بد) عدم 
3-() لتكن 7 شجرة ثنائية ذات ارتفاع / وعدد عقدها ذات القدرة 1 هو 
». أثبت أن. “2 > 1.6[ استخدم الاستقراء الرياضي على ]/. 
(ب) أعط مثالاً على شجرة ثنائية بحيث تصّبح المتباينة في (أ) مساواة. 


14-هل توجد شجرة ذات جذر تحتوي على أربعة عفد داخلية وستة عقد ذات 


5- هل توجد شجرة منتظمة ذات عمق 3 وتحتوي على 9 من العقد ذات 


قدرة 1؟ 
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ا 


الفصل السابع 
البيانات المتشاكلة 
كتاصردمع عنام :امتددهكا 
1-مقدمة 
ليكن لدينا البيان © »هناك تمثيلات متعددة للبيان 6» ولكن هذه التمثيلات لا 
تختلف في شيء جوهري حيث إنها تتمتع بالخواص الموجودة في 6. إذا كان 
البيانين 2,6 لهما الخواص نفسها بالرغم من اختلافهما في أسماء العقد 
والأضلاع. 
2-تعاريف 
تعريف: 
ليكن لدينا البيانين البسيطين ((©)7)©(,2) - 6و ((/07)181(,2)8) -- 8 » 
ولتكن الدالة (/1)8ج (7)6: مر نقول أن / تشاكل من البيان © إلى البيان 
7 إذا تحقق التالي: 
أ- الدالة مر متباينة وغامرة. 
ب-من أجل أي (©)17 ع «ر,ندل فإن (2)6 ع («ر,د) إذا وفقط إذا 
كان (2)8 »ع (() /ر,0) 7) 
في هذه الحالة نقول إن البيانين © و8 متشاكلان ونكتب 7 - 6©. 
مثال : 


بين فيما إذا كان البيانان متشاكلين أو لا وعلل إجابتك: 
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2 60 
الشكل (1) 
الدل 


نعرف الدالة (/)”! جب (7)6: مر كما يأني: 


امب مام 


أآن: الدالة مر تشاكل من البيان © إلى البيان 7 وبالتالي» فإن 8 2 ©. 


مثال : 
بين فيما إذا كان البيانان التاليان متشاكلين أو لا وعلل أجابتك 
6 


1 حي 2 
4 3 2 اسح ور 


6 
الشكل (2) 
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1 


5 | 4 3 6 1 ]| 23 | زوع 


واضح أن الدالة // تشاكل من للبيان © إلى البيان 8 وبالتالي فإن 
8 ع 6. 
تعريف : 

لتكن م .خاصة متعلقة بالبيانات. نقول إن م لا متغير تشاكلي إذا تحقق ما 

لكل بيانين بسيطين © و 8 فإنه إذا كان 6237© وكان © يحقق 
الخاصة م فإن 7 يحقق الخاصة م. 

بالاستناد إلى المبرهنة التالية نستطيع الحصول على بعض اللا متغيرات: 
التشاكلية» كما يمكن استخدام هذه المبرهنة لاكتشاف عدم التشاكل بين البيانات. 


مبرهنة )1( 
لتكن الدالة (/)”7 جه (7)6: مر تشاكلاً من البيان البسيط © إلى البيان 
البسيط 727 عندئذ: 


أ- | )زم )ماد إ)ما. 

ب- («)وءل - ((د) /)ععك لكل (17)0 ع . 

ت-عدد العقد التي قدرة كل منها +: في البيان © يساوي عدد 
العقد التي قدرة كل منها + في البيان 7 . 

ث-عدد دوائر التي طول كل من ” في البيان © يساوي عدد 
دوائر التي طول كل منها + في البيان 8 . 

ج- © بيان مترابط إذا وفقط إذا كان 77 بياناً مترابطاً. 


199 


البرهان: 

سنثبت (ب) ونقبل الخواص الأخرى. ليكن (7)6 :دم ع («)وءك بما أن 
# ح (م)عءل فإنه توجد العقد (7)0 »© ,,د,..., د بحيث ردءء د حيث رع: 
والعقدة ,»د تجاور العقدة « من أجل أي :. بما أن الدالة “ر متباينة وتحافظ على 
التجاور فإن العقد (7)87 © (,*)/,....(,)/ مختلفة وكل منها تجاور (ت)مر. 
إذاً # < (()م)عهل وبما أن الدالة / غامرة ويحفظ عدم التجاور فإن العقد 
المجاورة للعقدة )ير في البيان 8 هي (,)تر,...,(80)/ فقط إذا 
> ((<) /)ععل . وهو المطلوب 

١ 


بين فيما إذا كان البيانان التاليان متشاكلين أو لا وعلل إجابتك: 


| 


1 4 
الشكل (3) 
الحل: 
.© لا يشاكل ء أي 8 © وذلك لأن البيان 77 يحتوي على دائرة 
طولها 3 بينما البيان © لا يحنوي على دائرة طولها 3. 
ملاحظات: 

1- لتكن 4 هي مجموعة البيانات البسيطة. لتكن 8 هي العلاقة المعرفسة 
على 4 كما يأتي: لكل 4 » 8 فإن 67787 إذا وفقط إذا كان 8 2 6. 

أن العلاقة 8 هي علاقة تكافؤ على 4 . 


200 


إن المتغيرات التشاكلية كثيرة» وإن إيجاد خواص مشتركة بين بيانين بسيطين 
6 و82 لا يكفي لإثبات أنهما متشاكلان» ولذلك فإن مسألة التشاكل هي من 
المسائل الصعبة في نظرية البيان. 
3- الأيزومورفيزم في البيانات 
- الايزمورفيزم البياني 8 ج ©:/ هو زوج من التقابلات. 
ب لجيج مول وكيك ى" بعر 
بحيث لو أخذنا أي ضلع 5 ع» فإن التقابل ,/ يقابل أطراف + إلى 
أطراف (عايثر. 
- نقول عن البيانين ,© إنهما ايزومورفيان إذا وجد ايزمورفيزم 
© ج 6: يم ونرمز لذلك بالرمز 8 ع ©. 
- التقابل العقدي ,1ج ,/1: م يحافظ على. التجاور إذا تحقق ما يلي : 
)مر مجاورة ل )م إذا وفقط إذا كانت د مجاورة ل بر من أجل 
1ك برا 
قضية : 


يكون البيانان البسيطان 6,8 ايزومورفيزم إذا وفقط إذا كانت الدالة 
التقابلية العددي ,,/1 جه ب[ م تحافظ على التجاور. 
- نسمي الايزومورفيزم الذي يقبل بئاناً © مع نفسه ب اوتومورفيزم. 
اختبارات الايزمورفي بين البيانات : 
- التغير العددي في البيان هو خاصة عددية في البيانات بحيث تتمائل هذه 
المتغيرات في البيانات الايزومورفية. 1 
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مبرهنة )2( 
إذا كان 8 ايزومورفيان فإن ابر حا وى ارااحاىناا 


5 


نتيجة : 
إن قياس مجموعة العقد ومجموعة الأضلاع هي متغير عددي بياني. 
مبزاهنة (3) 
ليكن 2ج 6:ير ايزومورفيزم بياني ولتكن 1 م عندها العقدتين 
«,(ما)ثم لهما نفس القدرة. 
نتيجة : 
فدرة العقدة متغيرات بيانية. 
تعريف : 
ليكن < ,ا.,ك....,,»,و>تم1 مساراً في © ولدينا الايزومورفيزم البياني 
7 ج © : “را عندها صورة هذا المسار هو المسار: 


< (,8) [و(ى6) .و (رع) ور زود ور كد (مرم/ 
في البيان 727 
مبرهنة (3) 
الصورة لمسار 7 في بيان © وفق ايزمورفيزم هو مسار له نفس الطول. 


َه 


5 1 
نتيجة : 


الصورة وفق ايزومورفيزم لممر أو طريق أو دائرة هو ممر أو طريق أو 
دائرة على الترتيب ومن نفس الطول. 
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من أجل أي عدد صحيح : ٠»‏ يجب أن يكون للبيانين الايزومورفيين نفس 
العدد من الممرات (الطرق » الدائرات ) ذات الطول 7. 
مبرهنة (4) | 
ليكن 6,27 بيانان بسيطان عندها يكون م,/ ايزومورفيين إذا وفقط إذا 
كان مكملاهما بالنسبة للأضلاع ايزوموفيان. 


بعض المتغيرات البيانية : 

عدد العقد. 

عدد الأضلاع. 

متتالية القدرات للعقد. 

من أي بيان جزئي ممكن » عدد النسخ المختلفة. 
. من أجل بيان بسيط » المتمم بالنسبة للأضلاع. 


عم اذم هن اذ 


أمثلة عن كيفية الاستفادة ما سبق في تحديد عدم الايزومورفية بين البيانات. 
مثال: 
البيانات المنتظمة -3 في الشكل التالي ليست ايزومورفية مع أن لها نفس 
متتالية القدرات. وذلك لأنه ليس لها نفس العدد من البيانات الجزئية ذات النمط 
و5 حيث 4,6 ليس لهما بيان جزئي ب .و 8 له بيان جزئي وكلء م له 
أربع و 5 له واحد.(اعتماد على المتغير الرابع) 
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ا 
0 


الشكل (4) 
مثال: : 


البيانان التاليان بسيطان والمتمم للبيان 4 يتألف من 4 دائرات منفصلة بينما 
متمم البيان 8 يتألف من 8 دائرات وبما أن المتممين ليسا ايزومورفين فكذلك 
البيانات الأصل ( بالاستفادة من المتغير الخاص ) 


ده 


الشكل (5) 
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50 
في الشكل التالي بالرغم من أن البيانين لهما نفس متتاليات قدرات الدخول 
والخروج لكنهما ليسا ايزومورفين وللتأكد من ذلك نلاحظ أولاً أن العقد بز ,تدرنا,ن 
هي الوحيدة لها قدرات الدخولع»2«وتها أن سقيرة الدخول متغير ايزومورفي إذأ 
ره يجب أن يتم مقابلاتها ب «#,بر لكن الطريق الموجه من الطول 3 الذي 
ينتهي في » يجب أن يقابل طريقاً موجهاً من الطول 3 ينتهي في «ر وبما أنه لا 

يوجد طريقاً كهذا فهما ليسا ايزومورفين. 


الشكل (6) 
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تمارين 


1- ليكن ,© و ,© بيانين بسيطين أثبت أن:,0 > ,6 إذا وفقط إذا كان 
١ .6: 2 62‏ 
2- نقول عن البيان © أنه بسيط إنه متمم لنفسه إذا كان “6 - 6. 
أ- أعط مثالاً على بيان بسيط بحيث يكن عدد عقده 4 ومتمماً 
ب- أثبت إذا كان (007/,58 بياناً بسيطاً متمماً لنفسه فإنه يوجد عدد” 
صحيح + حيث 46 - || أو 1+ 46 - |]|. 


في التمارين من 3 إلى 12 بين فيما إذا كان البيانان المعطيان متشاكلين أم 
لا. 


١ -3 
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- 


-0 
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نذاك 


| : 8 


3- أوجد جميع البيانات ثنائية التجزئة غير المتشاكلة وعدد عقدها 
5. 

1 "أوصجد اجَتيّة»الأنتجاز» كلك المتشاكلة رحد ماد . 

5- أوجد جميع الأشجار غير المتشاكلة وعدد عقدها 6 . 

6< أوجد جميع الأشجار غير المتشاكلة المولدة للبيان المعطى 
بالشكلى الأتي. 


00 


3 ما 


17 لتكن 4. هي مجموعة البيانات البسيطة: لتكن 7 هي العلاقة 
المعرفة على 4, كما يلي: 0787 إذا وفقط إذا كان # ع 6 لكل 
4 0,8 أثبت أن 7 علاقة تكافؤ على 4 وأوجد صفوف 
التكافو. ء, 

8- أوجد جميع البيانات البسيطة غير المتشاكلة التي عدد عقدها 3. 

9- أوجد جميع البيانات البسيطة غير المتشاكلة ألتي عدد عقدها ٠.4‏ 

-20 


209 م 


الفصل القاسن . . 

البيانات المستوية 

85 1331م 
1- مقدمة | 

لقد مثلنا البيانات تمثيلات .المختلفة دون أن نلاحظ أي فارق؛: وحصلنا على 

المعلومات التي تهمنا بوساطة استخدام أي تمثيل للبيان. ولكن هناك حالات تظهر 
فيها فوارق مهمة التمثيلات. فمثلء إذا كان البيان المدروس نموذجاً رياضياً 
لدارة كهربائية إذ إن الأضلاع تمثل الأسلاك والعقد تمثل نقاط الاتصال لهذه 
الأسلاك» فإننا نحاول الحصول على تمثيل للبيان بحيث لا تتقاطع الأضلاع إلا 
عند نقاط الاتصال. إن هذا ممكن دائماً في الفضاء ولكنه غير ممكن في المستوى 
إلا إذا تحققت شروط معينة. 


2- تعاريف ومبرهنات 


تعريف: 

ليكن © بياناً. نقول إن البيان © بيان مستو إذا وجد تمثيل للبيان © في 
المستوى بحيث لا تتقاطع الأضلاع. 

مثال: 


إن ب بيان مستو لأن التمثيل في الشكل (1) هو تمثيل مستو له: 


الشكل (1) 


ليكن لدينا في المستوى خط مضلع مغلق بسيط لا يتقاطع مع نفسه؛ فإن هذا 
الخط المغلق يقسم المستوى إلى منطقتين إحداهما تتكون من النقاط التي تفع داخل 
الخط المضلع المغلق» وهي منطقة ؛ والأخرى تتكون من النقاط التي تقع خارج 
الخط المضلع المغلق وهي منطقة غير محدودة. إن أي نقطتين في المنطقة 
الداخلية يمكن أن نصل بينهما بخط لا يقطع الخط المغلق. كذلك؛ فإن المنطقفة 
الخارجية تحقق هذه الخاصة. أما إذا أردنا أن نصل نقطة في إحدى المنطقتسين 
مع نقطة في المنطقة الأخرى بوساطة خط فإن هذا الخط لا بد أن يقطع الخط 
المغلق. وبالتالي» فإن الخط المغلق هو حدود للمنطقتين. في الحقيقة» إن الحديث 
عن الخطوط المغلقة والمناطق هو موضوع مبرهنة جوردان (ال4ط0108) 
الخاصة بالمنحنيات. 


لنفرض أن © بيان مترابط مستو معطى بالشكل (2). 


واضح أن البيان © يقسم المستوى إلى مناطق منفصلة. جميع هذه المناطق 
محدودة إلا المنطقة كر فهي غير محدودة. حدود المنطقة كر هي الدائرة: 

1 ر©5 © 6د بيئنما حدود المنطقة بم هي المسار المغلق: 
4 76 1/6 و©1/ دوه . كذلك؛: إن حدود المنطقة ,بر هو الدائرة: #,ع؛. 
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0 بينم حدود المنطقة ‏ هي المسار المغلق: « ,26,56 ,6,76 يعة ر»بر. إن 
الضلع يحدد منطقتين إذا كان محتوى في دائرة وأنه يحد منطقة واحدة إذا كان 
غير محتوى في دائرة أي جسر في البيان. 

نسمي المنطقة وجهاً ونرمز لها بالرمز ثرء وإذا كان البيان © بياناً 
مترابطاً مستوياً وكان الضلع ه جسراً في البيان © عندئذ فإن عدد وجوه البيان 
(-6© يساوي عدد وجوه البيان ©» بينما إذا كان الضلع + ليس جسراً في © 
فإن عدد وجوه البيان (4-© أقل بواحد عن عدد وجوه البيسان © سوف 
نستخدم الرموز» و :”7 و ثر للدلالة على عدد العقد و عدد الأضلاع وعدد 
الوجوه في البيان © على الترتيب. 

مبرهنة (1) (صيغة أويلر). 

إذا كان © بياناً مترابطاً مستوياً فإن 2 - عر+ مر-»م. 

البرهان: 

نستُخدم الاستقراء الْرياضي /أعلىء كيد وجوه م. ليكن البْان © بياناً 
مترابطا مستوياً حيث 1 -|,أعندتذ: إن حدّفٍ أي ضلع من اليان © لا يقللا 
عدد الوجوه وبالتالي فإن كل ضلع في البيان © جسر في البيان ©. ذا © لا 
يحتوي على دوائر وبالتالي فإن © شجرة. بالاستناد إلى المبرهنة (2) في 
الفصل الخامسء نجد أن 7-1 - وبالتالي فإن: 

11-2 +خ يرح ثري + يم حاير 

لنفرض أن المطلوب صحيح من أجل أي بيان مترابط مستو عدد وجوهه / 
حيث1 < 4 عدد صحيح و ليكن البيان © بياناً مترابطا مستوياً عدد وجوهه 
4+1. بما أن 2 < ثر فإن © يحتوي على دائرة. ليكن + هو أحد أضلاع هذه 
الدائرة. عندئذء إن البيان 7/”,5) -(46- 06 - © بيان مترابط مستو عدد 
وجوهه # و (81-1 |-ا“5 ا, -ا”17. بالاستناد إلى فرض الاستقراء نجد أن: 
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2ع عر +( وو) سير 

ولكن: 
“اج ا 

و: 1+1م اد يبر 
و: 1+(ه- 6)/ - (0)لر 
إذاً: 
12+( - 6)ير +1 ث8 ا ”اك عر وو ور 
و هو المطلوب. 
ملاحظة: 


تتعلق صيغة أوؤثر #البرادات اَمَك يلالمترابطة: وإذا لكان © بيانا مسو 
عدد مركباته # عندئذ تكون صيغة أويلر كما يلي: 


2-١ 


4+1ع ثر + وعم 
مبرهنة (2) 
ليكن لدينا البيان البسيط المترابط المستوي © بحيث 3< فإن: 
6-* 3 > نابر 
البرهان 
بما أن البيان © مترابط و 3< فإن 2<2. إذا كان 2-: فإن 
6-3-(2>3*)3 وبالتالي» فإن العلاقة محققة. لنفرض أن 7:<3 
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ليكن (ا وجه وند ضلع يحد بر :[دعا دم )ء و بما أن كل ضلع يحد 
وجهين على الأكثر فإن »*2>إ4|. وبما أن كل وجه يحده ثلافة 
أضلاع على الأقل فإن مر *3<|م|. 
إذاً: 
2*7 > عر *3 


باستخدام صيغة أويلر نجد أن: 


2ع ره ور ور 

إذاً: 
> ثر *3 - [يرر + م - 2] *3 

وبالتالي» فإن: 

0-6 *3> نر 
نتيجة: 
1 بيان غير مستو. 
البرهان 


نفرض أن ,4 بيان مستو. نعلم أن 8-5 و 4-10 بما أن ,م بسيط 
ومترابط ومسئوء وبالاستناد إلى المبرهنة (2) نجد أن 6-9-(10>3*)5 وهذا 


مثال: 
أثبت أن ,2 لا يمكن رسمه على سطح كرة أو في مستوي دون أن تتقاطع 
أضلاعه * 
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البيان كر 


الشكل (3) 

إن هذا البيان منتظم كون قدرة كل عقدة مساوية لباقي قدرات العقد. 

لنفرض جدلا" أنه يمكن رسم هذا البيان في مستوي أو على سطح كرة دون 
أن تتقاطع أضلاعه. 

وبالتالي فهو يحقق قانون أولر: 2ع ثرو + ساق 

وفي,: 10-/,5-م و 8 لانعلمها 

وبما أن البيان يحقق قانون أولرء نستطيع حساب عدد الوجوه 1 : 

7- مر ج22 عر +5-10 

وكونه قابل للرسم في مستوي أو على سطح كرة دون أن تتقاطع أضلاعه 
(لفسب الفراض آلجدلي) 

فهو يحقق القانون : انه" 


سنختار الوجه المزخرف في الرسم 
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الشكل (4) 


- 7-3 (هذا الوجه يحوي ثلاث أضلاع ) 


-7*93ع (* , 
2120 جد اد اليج - 
0 > اي 2 عي 2 


إذا فإن الفرض الجدلي خاطئ ولا يمكن رسم هذا البيان في مستوي أو على 
سطح كرة دون أن تتقاطع أضلاعه.وهو المطلوب. 
مبرهنة (3) 
ليكن لدينا البيان البسيط المترابط (5:/) - © بحيث أن 3< ولا يحتوي 
على مثلثات فإن: 
4- ير *2 كور 
البرهان 
يما آلن] ابيا 6سترابط 3 < بذكا 2 حلم .إذا كيدا 2 5 فإن 
4-2-(2>2*)3 وبالتالي فإن العبارة محفقة. لنفرض أن 7<3. إذا كان 
البيان © شجرة فإن العلاقة محفقة وليكن: 
( وجهدوء ضلع يحد 7:[ط,حا-4م)» 
وبما أن كل ضلع يحد وجهين على الأكثر فإن *4|>2» وبما أن البيان 
© لا يحتوي مثلثات فإن كل وجه يحده أربعة أضلاع على الأقل و من ثم فإن 
مر *4 < إم. ش 
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إذاه +2 > مر »4 

ولكن باستخدام صيغة أويلر لدينا +-2 > عر 
إذأء س*2 >[ (6)ظ اجم- جز *4 

وبالتالي» فإن: 


2-4 *2 كبر 


رو غير مستو. 

البرهان 

نفرض أن ,رك بيان مستوء نعلم أن 8-6 و #2-9» وبما أن ,5 بيان ا 
بسيط مترابط ولا يحتوي على مثلثات فإننا نجد أن باستخدام المبرهنة (3)» أن ا 
٠ 9>2*)6-4-8‏ 

وهذا مستحيل. إذَآ وريغين+مستو. وهو المطلوب ّْ 

مثال: 1 

برك أن لبان #/##/الإديمكن واي مستوي إبأأ عل مييطح كرؤألون 0 
أن تتقاطع أضلاعه 

الحل: 

سنتبع نفس خوارزمية برهان المثال السابق 


الشكل (5) 
إن هذا الشكل منتظم لأن قدرة كل عقدة فيه مساوية لفدرات باقي العقد 
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كرة دون أن تتفاطع أضلاعه ) 
وبما أنه مستوي فهو يحقق قانون أولر: 
2ع عر +]- 7 


إنية 6 - 9,4 - ] ولا نعلم 6 ماذا يساوي ولذلك: 


5 -+ جه 2-غع ب وتام ا 
وبالتالي هذا البيان يملك.5 وجوه وحخسي"فرضنا الجدلي هو يحقق القسانون 


الثاني 9 


سنختار الوجه المزخرف في الرسم وهو يحوي أربع أضلاع 
( أي عدد الأضلاع المحيطة في هذا الوجه هي أربعة ) ه 
5 - 247 زوك 1 


5*4-0- لخر 


8 
م و21 


وبالتالي قرضنا الجدلي خاطئ وهو المطلوب 

ملاحظة: 

إن أي بيان يحتوي بيان جزئي ور أو بيان جزئي ,فإن هذا البيان غير 
مستوي. 
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مبرظة (8) 
ليكن لدينا البهان البسيط العستوي العقرايطظ © فإنه يوجد في البيان © عقدة 


20 ل علدت , شرك (د)ومل .- واشحو مرت وعد ومقفوومم وو نودومر 


البرهان ش 
ذا كان 3>» فإن المطلوب صبحيح. لذلك نفرض أن 3<». 
حسب المبرهفة (2): نجد أن 65>3*7-6ا. نفرض أن مجموعة عقد البيان 
© هي [يهر..., بدا - 17 ونفرض أن 008)0(<6 من أجل أي عقدة اع يرا 
وحسب المبرهفة (1) في الففيل الأولء» نجد أن: 
عم *2 - (ياقعك:. .,(ند)وء0 


إذأء «*6 - +... +6 <( هه ...()وهة - س*2: فإن *3< مر إذا 


8-6 3*3 وبالقالي» فإن :6#6-6. وهذا تناقضء إذا فإن 5> )هع ٠.‏ 


وهو المظلوبت 
تعريفت: ٠‏ 
أ- ليكن لدينا البيان. الفببيط (207:5--© عندئذ نحصل على تحويلاً ابتدائياً 
على © وفق إحدى الحالتين: ١‏ 
)2( إذا كانت. العقدة ‏ اعد حيث 8-2©)هعك وكان 
5 2(6,),(ز,) “فإننا نحذف العقدة د وهذين الضلعين ثم 
نضنيف الضلع (2,ت) . 
(:) إذا كان 5 ©(2,) فإننا نحذفه ونضيف عقدة # كما نضيفا . 


الضلعين )2,0 و (2,2). 
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بحنقول إن البيان البسيط © يشاكل البيان البسيط: 4 إذا أمكن الحصول 
1 على البيان 45 عن طريق إجراء عدد منته من العمليات الابتدائهة علي. 
البيان 0 
1 مبرهنة 5( 
ليكن لدينا البيان © ٠»‏ عندئذ؛ يكون البوان © ينان مستور إذا وفقط إذا كسان 
البيان . 6 يري يد نأك حر فايفجبدن ب أو مع البيان ويك 
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1- هل ك1 مستو ؟ 


2 ليكن لدينا البيان البسيط المستؤي المترابط (:/) - ©» 1>12/| » أثبت 


أنه توجق عقدة د بحيث 54 (068)32, 


3- إذا كان .© و كان البيان © بيان مستويء أثبت أن البيان 77 مستو. 


4- ليكن .لدينا البيان المستوي المترابط (7/:5) - 6د 0 - مو 
0 - ها أوجد. عدد أوجه 6. : 
5 ليكن لدينا البيان المستوي المترابط © وقدرات عقده هيا 
04,6 أوجد" عدد أؤرجه البيان 6::”* ١‏ .م 
6- ليكن لدينا البيان المستوي المترابط المنتظم (5 0-0 من جلف 
ويحتوي على 20 وجه. أوجد عدد عقد البيان © 
5 
في كل التمارين من 7 إلى 11 بين ما إذا كان البيان المعطى مميتيونها. 
- 
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9 
-0 
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-11 


2-- ليكن لدينا البيان البسيط (7:5) - © بحيث 11< |/1|» 
أثبت أن البيان © غير مستو أو © غير مستو. 

2-3 ليكن لدينا الشجرة7 » أثبت أن 7 بيانٌ مسئو. 

4- ليكن لدينا البيان المستوي (7:8) - ©يحتوي على 
ساض 7 عقدة » 07 مركبة» أثبت أن 


1+ د تر دور 
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الفصل التاسع 
خوارزميات نظرية البيان 
كط هعلخ امعط طمرد0 
1- مفاهيم جبرية: 7 


5 


تعريف: 
لتكن لدينا المصفوفتين التاليتين: 


مد (رو0) ك4 , مر (رط) - 8 


تادز ادر 


نعرف عملية الجمع على المصفوفات كما يلي: 
(ن6) 8 © 4 - 0 


دز 
حيث: يط + يه )متمد ره 
مثال: 
ارم 2.3 
لعن 4ل .هادم 6 11ت كأادم 
2005 0...م...4 


4 د [مدرمهه,4أوتمر د [4 + مدره + 2,3 + 2]متمم د ريه 
6 > [مه ,6ر6 أطت - إمه + ددر3 + 4,3 + 0]2لم1 د وه 
4 > ,5,4 متم ح [0 + مه 1+ 3,3 + 2أم دك وه 

8 - قهرم متم حر 

4 - له ,4, هه أصتدر 

2 - (2,4,م أصتم - بريه 

4 - ([ف,ه,4]متصح ره 

4 - زهه,6,4 عتم د يه 

2 > (5,2,5أطتمد د ريع 


02 
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46.4 
ل قت 
4 


تعريف: 
امه أل د ثكم ا , لد الم 
مبرهنة )1( 
مصذوفة مربعة و /7/ » 1,4 عندئذ يكون: 
4 © كم ع ام 
وسنجد بشكل خاص أن: 
“م © 'م ح اد © غ4 
نبرهن ذلك بالاستقراء: 
الم +[أم © “4) - لم © 49م - ل" : أم و “مع “كم 
ثم ه ثم د زم ه 'م) © “م - 
مبرهنة (2) 
ليكن لدينا البيان الموجه 6 ولتكن عقده ,ند..... ي:, ,د ولتكن (8)6 هي 
مصفوفة أطوال أقواس هذا البيان نبني المصفوفة (8”)6 وذلك وفق العملية © 
عملية عندئذ سيكون لعناصر المصفوفة (8”)6 الشكل: 


(حنوع/9؟ 0 
طول الطريق الأقصر الذي يصل بين ير 
هو على الأكثر موجود ويساوي مجموع أطوال!7 قوس 0 
: عدا ذلك ١‏ م 
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نتيجة: 


ليكن 6 ولتكن (8,,,)6 فإذا كان © لا يملك طريقاً (باتجاه واحد) عدد 


أقواسه أكثر من (7-1) عندئذ يكون ما يلي محققاً 
(6)م دزع) "م -[6)"م 
(2)6 مصفوفة الأبعاد 
مبرهنة (5) 
ليكن © بيان موجه يملك « عفدة؛ فإذا وجد عدد طبيعي مثل م بحيث 
يكون: 


إن كك بيان يقابل محر ج11 هرك تعن بيان: 
2-خواص عملية الجمع المعرفة على المصفوفات 
ش 1- عملية الجمع المعرفة على المصفوفات غير تبديليه: 
4© 62م 
2- عملية الجمع المعرفة على المصفوفات تجميعية أي: 
© (8 © فى - © © 8) 46 
3-خوارزمية كاسكادا (©25©206ه) 
تمكن هذه الخوارزمية من إيجاد أقصر مسافة تفصل بين عقدتين في بيسان 
موجة (حيث أن المسافة بين العقدتين إما مباشرة أو غير مباشرة) 
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مثال عليها: 


5 5 
الشكل (1) 

فإن أقصر مسافة بين العقدتين ,ما و ,ا هي المسافة غير مباشرة لأن 
المسافة المباشرة 6 بينما المسافة غير المباشرة 5. 

خطوات الخوارزمية: : 

أ1- ننشئ مصفوفة الأبعاد م,(إي4) - (17)0 وفق مازيلي: 

نعرف عناصر مصفوفة الأبعاد وفق ما يلي: 


أو ح ق.... “...0 
ر /1 714 لا ة(ع ملاع ط...اللهجزت.. ة.. رطلا + ع ريك 


ل( 706© ,ل..670 0111.211 2لل.. ...هه 


(85م يقصد بها طريق بين العقدتين ,ا,ر” و ر«اهو الوزن (أو القيمة) 
المزود بها القوس بين العقدتين ,لا رما) ٠‏ 
'2- نطوّر مصفوفة الأبعاد بحيث نحصل على المصفوفة التي تعطسي 
المسافات الأصغرية بين العقد وذلك باستخدام المفهوم الجبري المذكور 
أعلاه. 
أي نجمع المصفوفة لنفسها بشكل متتالي وفقد ما يلي: 
:(2) 177 © (<2) 177 ع (2) شرا[ 
(2) 11 © (2) 17 ع (ط)ذ/]1] 


بعد عدد منتهي من عمليات الجمع نحصل على المصفوفة الثابتة المطلوبة 


وهي مصفوفة الأبعاد الأصغرية: 


)"ب - (جر) "ل 


ملاحظة: 


عند حساب المصفوفة (17*)2 فإن: 
(2) 1717© (2) 7/3 - (22) أن[ 
(ص) “أ رز[ © (2) لاع 


مثال: 


ليكن لدينا البيان(الموزون) التالي: 


و7 هلا 
66 


مه 


8 ه 
دن ىد ها سا © 


الشكل (2) 
أوجد المصفوفة الأبعاد الأصغرية في البيان: 
أولاً: نوجد مصفوفة الأبعاد 


4و 
2 
0 


هه 


8 


لاه ؟ وبلإدى هم 


8 


نطور مصفوفة الأيعاد: 


لنوجد (17/2)8آ 

3 هه .هه 2 3[]0 هس مه 2 0 

4 مه 3 0 م | |4 مه 3 0 مه 

هه مه 0 مه 3|©أه .هه 0 مه 3 ١‏ ()/11© رط)/!- )112 

3 0 لنت حه !| 0551# إدى معنا 

0 هس مه 4 6| |0 م مه 4 مه 
5 5 5 27 2 
3 6 30 0) 6 
6 مه 0 5 13-(72)02[جه 
53 22 1 
0 4177 0 


ومنه نجد 
3 .هه 5 ”م 0 
4 مه 3 0 6 
6 هه 0 5 3-(173:)02 
3 0 2 ارارة 
0 ه 7 4 كيل 


فنجد أن: (17/*)2-(17/*)2+ وبالتالي نكون قد حصلنا علسى مصفوفة 
الأبعاد. 

ذا المسافة الأصغرية بين العقدة الأولى والعقدة الخامسة هي 3 . ذلاحظ أنه 
يمكن الدصول على البعد الأصغري بين أي عقدتين من البيان. 
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ملاحظة: 


إذا وجد عمود جميع عناصرها ه عدا أحد هذه العناصر كان صفر فهذا 
يدل أنه لا يوجد أي قوس يدخل إلى هذه العقدة بشكل مباشر أو غير مباشر. في 
المثال العقدة رلا هي عقدة هدف. 


مثال : 
ليكن لدينا البيان الموزون التالي: 
1 
22 9 
الشكل (3) 

أوجد مصفوفة الأبعاد التي تعطي أقصر مسافة بين أي عقدتين (أو أقل كلفة 

الحل: 

إن مصفوفة الأبعاد للبيان المعطى هي: 


|40 30 35 16 0 
6 18 216 0 هه 

(طاط ع |22 17 0 .ه .اع (2)ر1 
25 0 مم ممه مه 


0 ه مه ممه من 
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وبعد تنفيذ الخوارزمية نجد أن: 
0 30 32 16 0 
36 18 16 0 مه 
2 17 020مه | (صيز 
25 0-0مه ا ممه مه 
0 هه هم مه زعت 
مثال: 
ترغب إحدى الشركات بنقل مواد أولية من المصدر (1) ( العقدة 1) إلى 
الهدف ( العقدة 6)علماً أنه توجد عدة عقد بينية وأثناء النقل توجد عدة إمكانيات 
متاحة لنقل هذه البضائع وفق مسارات متعددة والمطلوب إيجاد المسار ذي الكلفة 


مثال: 


. بتطبيق الخوارزمية أعلاه سنجد: 


دح تت ها لد لد 


نلاحظ أن العامود الرابع كل عناصره إما 0 أو -ه وهذا يعني أن العقدة 
أربعة لا يمكن الوصول غليها (أي هي عقدة انطلاق). 
4-خوارزمية ديجكستر (5687ازأ0) 
تمكن هذه الخوارزمية من إيجاد المسار الأصغر ( ذات الكلفة الأصغرية ) 
بين عقدة المصدر وعقدة الهدف وتمكن أيضاً هذه الطريقة من إيجاد المسار 
الأصغر بين أي عقدتين. 
أ- فرضيات الخوارزمية: 
- (1) 2 وتمثل كلفة نقل البضائع من المركز (1) إلى المركز (0) 
وهي فعلاً صفر. 
هه - )1 وهي الكلفة الافتراضية ( التجريبية ) لنقل البضائع مسن 
المركز (1) إلى المركز (1) ( أي من العقدة (1) إلى العقدة (5)؛ أي 
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أن الكلفة في البداية غير معقولة وعند تطبيق الخوارزمية سنحصل على 
الكلفة المثالية المعقولة . 
ملاحظة : : 
نعتبر الكلفة الافتراضية في البداية فقط مه أي أنها كلفة لانهائية وذلك 
لعدم وجود كلفة تقديرية للنقل. 
ب-خطوات تنفيذ الخوارزمية: 


( حساب الكلفة التجريبية وكلفة النقل) 


الخطوة الأولى: نحسب الكلفة التجريبية (()7 من العلاقة الرياضية: 
ش [برط+ )م -.ى...(ثر) [أستمدك ( 0 
هي الكلفة التجريبية لنقل البضائع من المركز (0) إلى المركز ([) ٠‏ 

نحسبها من البيان أو من المصفوفة (3000 ( وفي البداية تكون قيمتها -. ) ا 

أما (5019 فهي كلفة النقل من المركز (1) إلى المركز (1 ) 

ب هو القوس الواصل بين العقد 1 و “ ( ونوجدها من البيان ) 

الخطوة الثانية: نحسب كلفة النقل من المركز (1) إلى المركز (1) باستخدام 
العلاقة الرياضية: 


((1)0, و (1+ع)1 , 100 ) متم ح هلام 
نطبق خوارزمية ديجكستر على المثال السابق: 
© نحسب قيم الأقواس بر ( لاستخدامها في الخوارزمية): 
40 - رم 0ح برط 35> رط 16ح يرط 
ولدينا : 0 > (1) قيمة النقل من المركز (1) إلى المركز (1) 
ولديناء ه - (100 وهي قيمة افتراضية. 
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حساب (2)م : 
(زان خلا)م.....(2) "هنس - (7)2 
وهي كلفة تجريبية لنقل البضائع من 1 إلى 2 وبداية هي -ه 
6 - 702 ج 16 - ( 16 + 0, ) صتمم -(1:)2 
5 - (7)3 جد 35 - (35+ 0,,.مه) صلم ح (ررط+ (1)م,(3) "لصتم - (1)3 
0 - (7)4 ج 30 - (30 + 0,.ه) متم - (7)4 ....وهكذا 
0 - (7)5 ج 40 ع (40 + 0,.هه) صلم - (7:)5 
((1')2(,1')3(,1)4(,1)5)صتم ع (2)م 
6- (2)م ج 16 - (16,35,30,40)متم - 
وهي كلفة النقل من المركز (1 ) إلى المركز ( 2 ). 
لنحسب قيم الأقواس رم: 
16ح ررط 18 ريط 5 6- ورم 

ولدينا 16 -(2)2 : 

1 )2( -16 , 7)3( - 35 , 1)4( - 30 ,7)5( - 5 

لنوجد ( 5)3 : 
روط + (2)ص ,(1)3)نم - (7)3 
2 - (7)3 ج 32 - (35,32) تمر 162+ 35,16) هلمم - 
0- (17)4 ج 30 2 +18 30,16) شنط - [ برط + (2)م ,(4) )هنم - (1:)4 
0 - (7)5 ج 40 - (36 + 40,16)صنصد - (ورط + (2)م ,(5) "47صنطط ع (1)5 
(32,30,40)صنص - ((41)3(,7')4(,1")5«نم - (3)م وهكذا نجد 
0- (3)م جه 

وهي كلفة النقل الأصغرية بين المركز (1) والمركز (3) 
لنحسب الأقواس روط فنجد: 


22 يم او 7 بيو 
لدينا 0 - (2)3 و 40 - (1)5' , 30 > (1)4 , 32 - (1)3 
وبالتالي فإن : 
0- (1)4 ج 30 - (17+ 30,30) هنم - زببط + (3)م ,(4) ")متم - (1)4 
0 - (7)5 ج 40 - (22 + 40,30) صلم - زرط + (3)م ,(1")5) متسر ح (7)5 


(30,40)صنص - ((4(,7")5)'تكملم - رهام 
0 - (4)م جه 
ومنه كلفة النقل الأصغرية بين المركز (1) والمركز (4) هي 30 
لإيجاد (2)5 لدينا القوس 25 - يم: 
(ييط+ (4)م ,(1")5) سم - (1)5 
0 - (40,55)متمر - 257 + 40,30) وتم - 


0 - (7)5 ج 
(40)منم - ((7")5)مئم - ركام 
0 - (5)م جه 


وهي الكلفة الأصغرية النهائية للنقل بين المركز (1) والمركز (5) 
ملاحظة : . 
إن (2)2 تعبر عن الكلفة النهائية أي هي كلفة النقل من المركز (1) إلى 
المركز (2) وهي تطابق (1)8» أما الكلف المحسوبة (0م ( حيث >>0) 
فهي كلف وسيطة مساعدة لحساب الكلفة من المصدر إلى الهدف . 
مثال: 


أوجد أقصر مسار بين العقدة (1) والعقدة (6)» وذلك باستخدام خوارزمية 
كاسكادا وخوارزمية ديجكستر ( وتحقق من صحة النتيجة بالمطابقة بين 
النتيجتين). 
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الشكل (5) 


الحل: 
أولاً: الحل باستخدام خوارزمية كاسكادا. 
أول خطوة تكتب مصفوفة الأبعاد ((7)1 وهي: 


0-7 
ايهف .ازع ءسطعط..(أنوجك.. [ك.... ونلا ؟ ح رملا 
:1ق بل[ع عساو ط..1/1هج /ت.. ...5ه : (رسم - («2ل) /ا[ 
59 41 30 22 16 0 
41 مه .هه 16 0 -ه 
31 23 17 0 ه هه 
اح ايند 
18 0 همه مه مه مه 
0 م 2ه مه مه مه 


نطور هذه المصفوفة بحيث نصل إلى منصفوفة الأبعاد التي تعطي المسافات 


الأصغرية بين العقد وذلك من خلال تحقيق العلاقة: 


أوط) ن© (ط) 7[ - (2) "نز 
222( نت ١‏ م ((0 [١‏ 
(6177)22 (2) 117[ ح- 02 06 
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59 41 30 22 16 0 59 41 30 22 16 0 
41 .٠ه‏ -ه 16 0 م6 41 -ه .٠ه‏ 16 0 مه 
31 23 17 0 م مه 31 23 17 0 مه مه 
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233 17 0 .مه مه مم 23 17 0 مه م ممه 
18 0 ص انه مه 18 0 مم ممه مه مه 
0 مه امم امه امه 0 2م له ممه مه مم 

0 16 22 30 41 59 

41 39 33 16 0 مه 

اك 23 17 0 يبي © مه - (م)172ج 

33 17 0 مه مه ممه 

18 0 مه مه م مم 

0 6ه امه امه من 


نلاحظ أن (17/)8+(1/2)8 وبالتالي نستمر بالجمع حتى نحصل على 
مصفوفة (17”)2 تساوي التي قبلها (2)-"17 فإن حصلنا عليها فتكون هذه 
المصفوفة هي التي تعطي المسافات الأصغرية بين العقد. 
ولنحسب (177)2 حيث: (2) 177 © () /11ك (ط) ترز 
59 41 30 22 16 0 9 41 30 22 16 0 


41 -ه »ه 16 0 ٠‏ | |41 39 33 16 0 مه 
قي 23 17 0 31 23 17 562 مى 8# 5 
© ع ((1) “لاجد 

3 الس 0 ٠ه‏ -.ه ص| |(023 17 506 مه وتم ها 
8 0 لومي دا وك ب د كيد 
0 ل #ق مور م 0 ال شدي 

0 16 22 30 41 

0 16 33 9 

رفست سه - و4 
|3 17 0 .م مه ممه 


وبالتالي إن (172)8 أو (172)0 هي المصفوفة التي تعطي الأبعاد 
الأصغرية بين عقد البيان السابق وذلك يحسب خوارزمية كاسكادا.وبالتالي فإن 
البعد الأصغري ( أقصر مسافة ) بين العقدة ( 1 ) والعقدة (6): 53 

وبالعودة إلى البيان نجد أن هناك طريقتين يمثلان المسار الأصغر بين 


(1)و(6) وهما: 
(4 بق (6) جقا (0 
أو 


( ميقا (4م) بعشا (0 
ثانياً: باستخدام خوارزمية ديجكستر. 
في البداية نفرض أن: 0 - (2)1 وهي تمثل كلفة النقل بين العقفدة (1) 
والعقدة (1) و «.- (1)1 وهي تمثل كلفة النقل الافتراضية ( البدائية ؛ مسن 
العقدة (1) إلى العقدة (©1 ) 
أي أننا نفرض أنه في البداية كان: 
© - (1)6 - (7)5 - (1)4' - (1)3' ع (1)2 ع (101 
لدينا0 - (2)1 ولنحسب الأقواس: 
9 رط ,ى 1آ4 خوط 0 30تبرط . 22ديظة 216:4 ررم 


ولنحسب (101 حيث أن : 


6- (16-+ 0ن,.مه) سنح 2 ررط+ (1)م, (1)2) منص (1:)2 

حيث 0 > (7)1 

القيمة الافتراضية التي افترضناها في البداية لانهائية 
2 - 222 + 0ز,.هه) مم ح يرط + (0)م,(3) )متهم - (7)3 
0 - (0+30,.هه هنم ح يرط + (1)م ,(4)' لهنم - (3)4 
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1 - (41 + 0.,.هه) متم د لجربط + (لام ,(5) ")متم ك (7)5 01 
9 - +59 + 6.,.0ه) متمد - زرط + (1)م,(6)" )ملم - (1)6 
ولنحسب الآن (0)2 وهي كلفة النقل من العقدة ( المركز ) (1) إلى العقدة 
( المركز ) (2) من خلال العلاقة : 
101 مسسس عمو (1 + ع1)1, )"عستم - ام 
حيث أن 1 هي عدد العقدة في البيان وهي في هذا التمرين : 6-م 
((1")2(,1)3(,7)4(,7)5(,1)6) صلم - رهام 
6 > (16,22,30,41,59) متم - 
6 (2)م ج 
لدينا 16> (70)2 ولنحسب الأقواس : 
41- ورطة . © حبويرض]!,. "“»*دبيرة , 16كك برط 
ولنحسب 106 حيث أن : 
[يي+ (5)2 .,(3")سنم -(103 
القيمة التي حسبناها قبل قليل 
2 - (16+ 22,16)متم د 


0 - رمه + 30,16)مثم - (7)4 
41 - زمه + 41,16) دنم - (7)5 
7- (59,57) هنم > (41 + 59,16) لثم - (7)6 


أما (3)م فهي : 
2-(22,30,41,57) نمم - (3)م 
2- )ماج 
لدينا 22 - (5)3 ولنحسب الأقواس : 
1د ان ا 3ح ويق 4 31- برط 
ولنحسب 10 حيث أن  :‏ 4,5,6 -12 
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0 > 312 + 30,22) طتمم - زبيط + (3)م , (4) ")تتم ع (1")4 


1 - (23 + 41,22)صتم ع (1')5 

3 - (57,53) هلمم - (57,22+31) تم (1")6 
ولنحسب (2)4 وهي : 

0 30,41,537)قتمم ع (4ام 

0 - (4)م جد 

لدينا 30 > (5)4 ولنحسب الأقواس : 

لنحشب 1١500‏ حيث أن 1-566 
17-41+ 41,30)صنمم - (7)5 ج 

3 - (0)53,53أمم - (23 + 53,30) ته > (1)6 


أما (2)5 فهي : 
41 - (41,53)دنمم ع (ك)ام 
2-41 (5)م + 
لدينا 41 - (2)5 ولدينا القوس: 18- ,, 
لنحسب (1)6 : 1 

ليوط + (5)م ,(1)6)منم ع (1)6 

3 - (112011)53,41+18 عد 

ولنحسب (6): 


3 - (1)6- ((6) )سئس > (6)م 
3- (6)م جد 
وهي تمثل كلفة النقل الأصغرية (أو أقصر طريق بين العقدة (1) والعقدة 
(6) نفس القيمة التي حصلنا عليها من خوارزمية كاسكادا.وبالعودة للبيان نجد 
أن هناك طريقتين تكون كلفة النقل فيهما بين (1) و (6) هي: 53 


لهد 


(6 مقا (6 جقشا (0 
أو 
(6) مقا (4م) قا (0 


5- خوارزمية إيجاد أطول طريق 


الشكل (6) 


الخطوة 1 
الخطوة 2 


الشكل (9). 
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244 


الشكل (11) 


الخطوة 4 


الشكل (10) 


الخطوة 3 


الخطوة 5 


الخطوة 6 


الشكل (13) 


- 5 
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ش الشكل (15) 


الخطوة 8 


الخطوة 7 


6- تطبيق نظرية البيان في مجال تنظيم السير 


ليكن لدينا تقاطع طريق يتضمن ممرات للمشاة 


الشكل (16) 
واتجاهات السير موضحة وفق الأسهم في الشكل » علماً أن الإشارات 

ضوئية هي في الشكل 1 و2 و 3 و4 والمطلوب: 

1- ارسم البيان الموافق لهذه المسألة وأوجد مجموعات الحل المثالي لهذه المسألة 
وضع أولويات المرور (الإشارة الحمراء تخص المشاة والإشارة الخضرام ؛ 
تخص السير). ش 

2- ما هي إمكانية تغيير اتجاهات المرور في هذا التقاطع بحيث يكون تدفق ٠‏ 

السير أعظمي (أي يمكن مرور أكبر كمية ممكنة من السيارات.في أقل فترة 

ممكنة) 


2117 


لدينا 13 عنصر فنضع 13 عقدة 

نوجد المجموعات التي تكون خضراء مع بعضها وكل مجموعتين 
(عنصرين) لا يحق لها أن تكون خضراء مع بعضها سنقابل عقدتين بينهما ضلع 
وبهذه الطريقة نرسم البيان المطلوب. 


الأ 


؛ٍ 


ظ 


! 


!نالا 


ظ 


ااا لالتلا 
١[ا!‏ !تاللا 


||| 


' الشكل (17) 
سنرسم البيان الموافق للمسألة المطلوبة كما يلي: 
عقد البيان هي: ممرات المشاة الأربع ستقابل أربع عقد: ' بشريك,يك,بك 


كل عنصر (أي سهم) يأتي (أو يتجه) إلى المركز سيقابل عقدة من عقد 
البيان ومنه يكون لدينا: ربك ورك وك , يك , بك ,مك يق 
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كما في الشكل التالي: 


المركز 


||| 


الشكل (08 7 
أضلاع البيان: كل عنصرين لا يستطيعان السير بآن واحد سيكون بينهما 
ضلع وإلا فلا يكون بين العقدتين الموافقتين لهمنا ضلع. مئلاً (9) و (8) 
يستطيعان السير مع بعضهما (عندما الإشارة خضراء) ' > لا يوجد بين العقدة 
بل و يك ضلع . أما: (8) و (4) فلا يستطيعان السير مع بعضهما (فعندما 
تكون الإشارة خضراء لا يستطيع أحد المشاة السير على ممر المشاة) ‏ > 
يوجد ضلع بين يك و يك ْ 


وبهذا الشكل نرسم البيان: 
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5١ : 
ل‎ 


2-2 ل 
6 
عَم [89 4 بكم 
الشكل (19) 


7- تمثيل البيانات الموجه في الحاسوب 
لتمثيل البيانات الموجه في الحاسوب يوجد طريقتين: 


الطريقة الأولى (حساب عدد الأقواس الداخلة على العقدة): 
ليكن لدينا البيان الموجه المعطى بالشكل (20) : 


الشكل (20) 
نخزن القوائم الخاصة بالبيان المعطى حاسوبياً كما يلي: 
الخطوة الأولى: 
نرقم عقد البيان عشوائياً وفق نظام ما.فينتج ما يلي: 


2230 


م ع7 


الشكل (21) 
الخطوة الثانية: 


نرقم الأقواس الداخلة إلى العقد أيضاً بشكل عشوائي وبدءاً من العقدة الأولى 


ثم العقدة الثانية وهكذا ..... حتى نكون قد رقمنا جميع الأقواس التي في البيان 
فينتج ما يلي: 
26 3 
26 
8 
006 26 
الشكل (22) 


الخطوة الثالثة: 
نشكل القوائم وفق ما يلي: 


يذتج لدينا مجموعتين من القوائم هما: 
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:المجموعة الأؤلى: 
:قإئّمنة الأقواس 1 ؤقائمة عقد المصدر ونرمز لها ب: [1]1/ا حيث أن كل 
“قوس: داخل إلى كل .عقدة يقابل عقدة المصدر لهذا القوس » عندئذ يكون: 
52679 4 203 1-21 (قائمة الأقراس) 
:1 :3 :6.4 3 2 4 1 5- هلآلا 
الغقدة رّقم 1.() 'لعقدة رقم 5 (,) قائمة العقد المصدر لتلك الأقواس 
"قائمة: أدلة الأقواس بالدليل الأصغر: 
:تحوي قائمة الأقواس1+ 1 عنصر (0: قوس) علماً أن الفوس الزائد 
:في هذه القائمنة هو عنصر مساعد وهمي (لا وجود له في البيان). 
المجوعة الثانية: 
قائمة العقد ونرمز لها ب 1 وقائمة الأفواس الداخلة على العقدة ونرمز لها 
ب: (19/1)1 حيث ناخذ القوس الداخل على العقدة 1 القوس ذو الدليل الأصغر 
في البيان الموجه. 
تحوي قائمة العقد 2+1 عنصر (2+1 عقدة مع أن البيان فيه 2 عقدة) 
والعقدة الزائدة هي عقدة مساعدة وهمية . ْ 
والقائمة (17/1.01 تمثل قائمة أدلة الأقواس الداخلة بالعقدة 1 والتي تحمل 
الدليل الأصغر. : 
ملاحظة: 
إن العقدة الوهمية تساعد في حساب قدرة العقد بالنسبة للأقواس الداخلة 
وتساعد في إغلاق القوائم. 
وبتشكيل القائمة (1171)1 بالنسبة للبيان الموجه السابق نجد: 
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وهمية جا 7/ 6 5 4 3 2 1 -1 (قائمة العقد) 
وخ 214 19 ع ف 4 1 دوا 

خَث العقدة ,#ديدخل فيها القوس 2 والقوس 3 ولكن الذي دليله أصغر هؤ 2 
تحقق القوائم إلعلاقة التالية: .0# 


1 [ند لط« -[بندالآ" - () ”” ->+ عدد الأضلاع الداخلة في 
العقدة ,ند و 


وبتطبيق هذه العلاقة » نجد أن عدد الأقواس الداخلة في العقدة دهو: 


[سلط1 -[يعلط؟ - (ه) م 


عدد الأقواس الداخلة إلى العقدة ,د هو: 
[وحلطط - [يماللاة د روت م 
9-6-3وع 
مثال: 
ليكن لدينا البيان الموجه التالي: (,)6© 
اكتب قوائم البيان الموجه المعطى الشكل (23) التالية: 
1 لداء _” 171 1 1711 
ثم أوجد عدد الأقواس الداخلة إلى كل عقدة: 


[7110 -[1ا+ نلةآ د (مع) م 
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الشكل (23) 


الحل: 


تمثل 1 قائمة الأقواس و 1 قائمة العقد. 


1 2 353/4 5 6 7 

3 4 ) 1 25 1 - إشم 
6/ 5 4 3 2 1 -ط (قائمة العقد) 
8 5 3 2 1 1 -للآا1 


ملاحظة: 


في إيجاد قائمة الأقواس ذات الدليل الأصغر نحن نأخذ العقدة ونوجد القوس 
صاحب الدليل الأصغر الذي يدخل في هذه العقدة. 

ولكن إذا وجدنا عقدة لا يدخل فيها أي قوس (مثل العقدة الأولى في البيان 
المعطى) فننتقل للعقدة التي بعدها ونوجد القوس صاحب الدليل الأصغر الذي 
يدخل فيها ونختاره لكل من العقدتين (مثلما فعلنا في المثال السابق وفسي حال 


2 


كانت أيضا العقدة التي بعدها لا يدخل فيها ولا قوس فننتقل إلى العقدة التي تليها 


ومن أجل العقدة ,بر: لكلا - 11+ الل د رمدم 


إٍ 
ْ٠ 1-1-0‏ 
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لا يوجد أي قوس يدخل في العقدة ,لا 
ومن أجل ,لا: [11]2 -[1+ 2ل د (رم) ”م 


2-2-1-1 

يدخل قوس واحد إلى العقدة رمد وهو ,2 وهكذا نجد أن العلاقة محققة 
لجميع عقد البيان. 

الطريقة الثانية(حساب عدد الأقواس الداخلة على العقدة): 

نرقم عقد وأقواس البيان وفق ما يلي: 

يجب إعادة ترقيم الأقواس في هذا البيان لأن هذه الطريقة في الترقيم هي 
المعاكسة تماماً للطريقة السابقة. يوجد لدينا مجموعتين من القوائم 

المجموعة الأولى: 

نرقم الأقواس الخارجة من العقد وفق ترتيب محدد: 


الشكل (24) 


إن القائمة 1 هي قائمة الأقواس و القائمة . [7115]1 هي قائمة عقد الهدف 
(أي أن: [7115]1 هي العقد التي دخل فيها القوس 1) فيكون: 
سل ركذا ب4حظطاد* 1 -:1 
5 5 4 3 4 5 2 8[2يز 
255 ْ 


المجوعة الثانية: 
القائمة ع1 هي قائمة العقد (ولا ننسى أن نضع عقدة وهمية في نهاية القائمة) 
و [1211]1 هي قائمة الأقواس الخارجة من العقد ولكن بالدليل الأصغر أي أن 
الفوس [ع1011]1 القوس الخارج من العقدة غ1 ولكن صاحب أصغر دليل من بين 
الأقواس الخارجة من العقدة ع[ فيكون: 
6 7" 5 35575 1 مدير 
50 77 «لإيية ]1111 
حيث أن العقد الأولى, يخر - منب؛ ثلاث أقواس هي: ١2,‏ ,2 + ,2 ولكن 
صاحب الدليل الأصفر . , بينها هو ,2 
ملاح 2 : 
أيضا أي هذه الخوارزمية عندما نجد عقدة غ1 لا يخرج منها ولا قوس مشل 
العقدة الخامسة في البيان السابق فننظر للعقدة التي تليها: 1+1 ونوج د 
[11117]1+1 ونضعه نفسه: [ع1201"]1 وفي مسألتنا السابقة كان [1+ع1211*]1 
هو8 لأنه دليل القوس الذي يخرج من العقدة الوهمية 1-26 (الدليل الأصغر) هو 
عدد الأضلاع +1 ويساوي 8 فوضعناه نفسه عند العقدة 5 . 
نطبق العلاقة: 2 [,/]12/7-[,.,/]/13 > (,ما) *” على المثال السابق من 
أجل كل ٠1‏ , 
8- المسألة التدفق الأعظمي 
ليكن لدينا بيان موجه ذو أقواس موزونة (6)3/,8. ولنرمز لقدرة القوس 
26 بالرمز (2)ء حيث 0< (2)ء. لنفرض 5,0 عقدتين من هذا البيان حيث 
© منيع (المصدر) و 5 الهدف (مصب) علماً بأنه لا توجد قوس في هذا البيان 


يربط بينهما مباشرة. 
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6 1 
أوجد دالة قوسية (6)2 تحقق ما يلي: 


1. 2)ع> 2)م >0 شع92 


35 


2. في كل عقدة م من البيان الموجه © (باستثناء المنبع والمصب) 
يتحقق شرط كيرشوف للتدفق: 
أكهااعاءم؟ ‏ 36د 2 ©5006 
(م) 77ك 2‏ (م) اءة 
حيث (م)*17 مجموعة الأقواس الداخلة إلى م و (م)” 17 
مجموعة الأقواس الخارجة من م. 
3. من بين كل الدوال التي تحقق الشرطين السابقين انطلاقاً من © 
تحقق الأعظمية أي: 
الملة[جب (5,0)6- (26)2 
(م) 17ع 2‏ (م) ” لاع 
أن الشرط 6)2(<0 يضمن لنا وجود تيار أو تدفق يحقق الشرط الأول . 
ويكفي لتحقيق الشرط الثاني. 
التدفق الذي يحقق الشرطين الأول و الثاني يقودنا إلى ما يسمى نظرية 
الأمثليات من كل دوال التدفق (()0] .نختار دالة التدفق الذي تحقق الأعظمية 
من العقدة © إلى العقدة 5 علما أننا نفترض أنه لا يوجد أي قوس يدخل .إلى 0 
وأي قوس يخرج من 5 وذلك دون نمس عمومية هذه المسألة. 
من أجل تبسيط هذه المسألة نضيف القوس ,2 الذي يربط المنبع والمهبط: 
(0,؟) - ,ة يخرج من. 5 إلى © علماً بأن قدرة هذا القوس م - (,0)8. 
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صياغة أخرى: 
ليكن لدينا بيان (8,*) 6 موجه وموزون علماً أن قدرة أي ضلع 
0<م)ء وذلك عءلا. 
ليكن في البيان الموجه 6 عقدتان 5,0 وكذلك ضلع (5,0) - ,2 حيث 
()» (ندعوه ,2 قوساً تراجعياً). وليكن عدد الأقواس الخارجية من 5 مساوياً 
عدد الأقواس الداخلية إلى 0 ويساوي القوس ,2 فقط: 
[5] -(0)-17-(5ى) *17 
المطلوب إيجاد تابع قوسي (7)2 من أجله يكون: 
01 كت92 (6)» >(6م >0 


]ا عم 9 (2,0)2 - (6)وبرة 
(م) لاع 6 (م)* 177 6 


.2 


3. بتهمج((,06 
يمكن تعميم هذه المسألة بحيث يكون لدينا أكثر من منبع وأكثر من مصب 
علماً أنه يجب الوضع في الحسبان أن المجموع على كل المنابع للطاقات 
المتوجهة نحو المصاب أعظمية. 
مثال: 
لتكن لدينا الشبكة التالية: 


واضح أن التدقق الأعظمي هو 14 (ما يخرج من المنبع). 
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الشكل (25) 


9- نظرية فورد-فولكرزون: 

ليكن (8./])-6 شبكة تملك كل قوس فيها قدرة 6)2(<0 ولتكن 
5,017 عقدتين يربط بينهما الضلع (5,0) - , حيث ٠‏ -(,) علما أنه 
الضلع الوحيد الذي يدخل إلى © والضلع الوحيد الذي يخرج من 5 أي: 

15 -(0)- 17د (5) 1 

تعريف: : 3 

ندعو مجموعة الأضلاع 2 مقطع من البيان الموجه © إذا استطعنا 
فصل مجموعة العقد ٠7‏ إلى مجموعتين [4,8) - ٠7‏ بحيث يكون © - 468 
' وبحيث أن: 8ء5 و 064 وأن المجموعة 2 مكونة من الأقواس 
(د,») -ة حيث 4 ء رودو 8 ء يد. 


0 


تعريف: 
قدرة المقطع هي مجموع قدرات أقواس أي: 
ند 6ر2 -(8 امأ <(7 


4 اد 
ته 


تمثل الأقواس ذات الخطوط المضاعفة في المثال السابق مقطعاً علماً بأن 
العقد 4 معلمة باللون الغامق والعقدة 8 معلمة باللون الفائح قدرة هذا المقفطع 
3-()» قبل أن نصوغ فرضية فون- فولكلرزون سنعرض بعض التوطئات: 
تمهيدية: 

ليكن م تدفق تيار في شبكة (,غ:)6: حيث ,م >-(5,0)م -(,)6 وليكن 
(4/8) -2ة مقطع ما من هذه الشبكة عندئذ يكون: 


»+ (2560)6 - (22:6)62 1 
(م)- 277 2 (م)*ل/اء2 ٍ 
2 | 


الإثبات: 

واضح أن شرط التدفق محقق في كل عقدة. إن مجموع التدفق من عقد 
المجموعة 4 الذي يصب في بعض عقد المجموعة 8 يساوي مجموع تدفق من 
عقد المجموعة 8 التي تصب في عقد المجموعة 4 وهو المطلوب. 
تمهيدية: 

ليكن ‏ تدفقا مسموحا به في شبكة وليكن © معرفا كالسابق عندئذ يكون 
لأجل أي مقطع (4,8)ء مثل .1 تتحقق العلاقة: 


,© < (ظيش)ء 


تس الإثبات: 


بما أن مجموع التدفق من عقد 4 (مع العلم بأن 4 >0) يمكن أن تنقل إلى 
عقدة في المجموعة 8 ( علماً بأن 8 ع5) ومنه فالشرط السابق محقق. 
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تمهيدية: 
من أجل مقطع خاص (8اية) مآ وتدفق ما م فإن (,8 / مش)ه - ره 
عندئذ يكون ,م أعظمياً. 


7 


لمائز لفسا * 
نقول عن ,5 أنه مقطع أصغري إذا تحقق ()0 > (,6)7. 
تمهيدية: 
لتكن (, 6-7 شبكة. وليكن 7 مقطعاً ذا قدرة منتهية عندئذ يوجد في 
© تدفق أعظمي ,م. أي: من أجل تدفق اختياري 6 يكون: 
(,),0 > (,6)6 
الإثبات: 
بما أن البيان الموجه © منته عندئذ يكون أي مقطع في هذا البيان منتهياً أي 
يوجد على الأقل مقطع واحد منته ومنه فإنه لا يوجد مقطع أصغر من ,7 ومنه 
يوجد في هذه الشبكة تدفق ,© يحقق الشرط: 
(مة)رم > (معام 
نستطيع أن نربط بين هذا الإثبات وخوارزمية فورد- فولكرزون ويمكن 
إثبات هذه المبرهنة باستخدام نظرية الأمثليات الخطية لأن مثل هذه المسألة 
عولجت في البرمجة الخطية. 
0- خوارزمية فولكرزون: 
ليكن ,, تدفقا في البيان الموجه 6 (مثلا 0- ,م تدفق ممكن) بحيث يكون 
محققاً للشرط التالي: 
©)» > (2),م >0 : ع2 
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بما أن قدرة أي ضلع يمكن أن تكون أعداداً صحيحة فيمكن أن تأخذ التدفق 
عدا صحيحاً أيضاً. 
خطوات الخوارزمية: 
0.5 خطوة التعليم (التلوين): 
أ- نلون © حيث 0 المنبع. 
ب- بفرض 8,1 عقدة لوتث عندئذ_نلون جميع العقد 
]ا ج 2 اللاحقة للعقدة + والتي تحقق العلاقة: 


(رظ وجرت > (رصموظر) © 


مه لعصاور 3 
214 - 
الشكل (26) 


كر ات- بكر ع فاضي نونت” عنيلاً نلون جميع للق 
1 /اء ,م السابقة لألعقدة ,م والتي تحقق العلاقة: 


0 ريط رم) م 


0 (,ط مبهقة يم 9ق يدرس وطاق من ص إلى ,م): 


الشكل (27) 
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11. خطوة التحسين: 


إذا استطعنا بواسطة خطوة التعليم أن نصل إلى 5 عندئذ نستطيع أن نحسن 
التدفق. 


الشكل (28) 


وجدنا سلسلة من الأقواس من 0 حتى 5 عندئذ يمكن تحسين التدفق على 
الأقل بمقدار 1+. 
لتكن السلسلة (5 > ,م,....وم,رم - ©) - 2 . 
سنلون النقاط وفق الخاصة (ب) بالون الغامق ثم نلون النقاط الباقية وفق 
الخاصة (ج) بالون الفاتح. 
1. من أجل القوس (,,,م,,رم) من السلسلة 82 الذي جهة السلسلة 
(الهدف) نفسها فإن العقدة ,,رم تلون وفق التعليم (ب) ونضع: 
1+( ربرط, رص)ي© > (ربرص, رط) يبي 
2. من أجل القوس (ر,,م, ,م) الذي يعاكس جهة السلسلة نلوّن العقدة 
ببرم وفق خطوة التعليم (ج) ونضع: 
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1-- (ربرظ , رط)ي© > (ربرظ , ر) يه 
3 نضع 1+(,2)يم > (,2)يه. 
4. من أجل الأقواس التي لا تقع في هذه السلسلة نضع: 
ع2 , ©6),م - (6)ريم 
نطبق خطوة التحسين على المثال فنجد أنه يمكن تحسين التدفق على ,عبمقدار 2. 
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5 


تمارين 


1- ليكن لدينا البيان الموجه © الذي مصفوفة أطوال أقواسه معطاة كما 


و مه 6 4 0 
6 ميدع يوني 0 وثا 
6 مه 0 25 2-9 
23 0 4 49 25 


أوجد مصفوفة الأبعاد (6)م؟ 


2- ليكن لدينا البيان الموجه © الذي مصفوفة أطوال أقواسه معطاة كما 


دم 


8 


8 


4ه 8 دم هت سس 8 


دس 
0 
8 
8 © 8 8 
8 © م 8 سه 8 
8 سم هه 8 


8 
8 8 م 


أوجد مصفوفة الأبعاد (2)6.. 
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3- لتكن لدينا الشبكة التالية: 


طب خوارزمية ديجيكستر لإيجاد الطريق ذي الكلفة الأصغرية الذي 
يصل مركز التصدير " المنبع" (,م) بمركز الاستهلاك "المصب" 


4- ليكن لدينا البيان الذي مصفوفته: ١‏ 


(رم) 
17 
5 
3 
3 
4 


وأجد مصفوفة الكلفة الصغرى؟ 


5- ليكن لدينا البيان الذي مصفوفته: 


25 


ددم مه ين 8 ين 


هن كح ين 8 


18 


حت إن الغعاازه يه 


دم مه 8 لي 
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6 30 مه ا 
ا ا 
ه١5‏ 4 
© 7 واحجة 
4 3 يه 
الود م 
5-3 
6 
جم و-8 
0 12 


أوجد مصفوفة الكلفة الصغرى؟ 


6- أوجد حل شبكة النقل: التالية: 


طبق خوارزمية التيار (التدفق) الأعظميء وذلك لإيجاد الحل الأمثل. 
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0 
ا ا 
1 50115 


لمجم ممع عم م ع مع ا 0 اعمج م حم و ل 


تاقح بإعمععةز0 4 
اهمد ععصم تلم 
مسطاتتمع اف 
201 

815 
طرة2© عاتاتوماظ 
تطنوع 28001 
تاعمور8 

طعنتوعه أو -طامدع :8 | 
8110 

21001 سوتدعاية 0 : 
اله 

ع0 


متم 
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التراأكيب 
إيدالي 


0 


متمم 
؛لالعلاقة المتممة للعلاقة 
بيان متمم 

بيان تام زوجي 

بيان تام 

العلاقة التامة 

مركبة 

تحصيل. 


ع0 

كلك انق 

010 

6000 

سن6001 

000 

ةن تممه 

الاعصرع 1 مم00 

1 مم0 قاع عط 014 غمعصمء اميدسره 6 
مقع تتتهغمعمرع [مصره © 
مقع عالتتومنط عاء[ ممه 
طمرة0 عنم [ ممه 

صم ناماع عاع مره © 
)2 


2) 


210 


2711 


هلماع م00 

لدم 

000101 

عن 00 

ات 80 
مم0 لعاعع م00 
وء كنأععصم0 © لعاعع صده0 0 
طاجة © 0عاعع م0 
اصع 1م60 

قاع 00515 

لومم وننام ه00 

نا 600110 
0 

ع اسحسدعه تعاخصد0 0 


وات زافق 
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ال الاق 

0 

ع0مع106 

ع6 1م106 

طادرع 1 
1120 
1م1018 
0015م أعمع اد[ 
عله لماعم زد 
طصةت) لعامعبادط 
ل زه 

لك ل ناه 
11100 
لز 


الننانما 


213 


1منانآ 
31 | 

( عستلم ) عستلمعمظ8 
كسلمم لمك 

عع ا 
ممقداع 8 عمقعلة اباو 
اصروع صعة عامط 
واي امع اناك 
تحن 7 

و أمعمروعرق 

ععة1 

1 

ا 

7 ع1 


101 


إرتفاع 
فرضية 

مرجع مباشر 
تسلق داخلي 
مصفوفة التأثير 
يولد 


البيان الجزئي المولد 


خطوة الاستقراء 
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انرق 

117 
1 

امة01 

امعط طمة1 6 
7إامع16' حطصة01 
متفرع ةلل غ 112551 
خأطاعنء11 
121100165 
501 عع ع1 110111601216 
لو5اعتكقتا جعل01 مآ 
عتتتاهحمط عممعلاءم1 
11 

طموئع طناى ع 12010 


وعاة عاناء 1201 


10 

حتت لنت !ا 
اناا 
عه ]1 
يتا 
ع7 15012160 
عنطصم مدره15 
سينا عتطممجره15 
مقط طن تتقصمة 1 
هآ 

لين 0110 

81 

كوع] 

طاعمعآ 


تنك | 
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عروة 
القطر الرئيسي 
خارطة 

الاستفراء الرياضي 
أنموذج رياضي 
أعظمي 

التدفق. الأعظمي 
حد الم 


ضل0تضاعف 


شرط لازم وكاف 


216 


أعلاع]آ 

م1600 

لهممع13ل نة 81 

58 

ممناء بلص لدعا مع اه ]1 
إع2200 لدع اقمع ه11 
1/0 
11311077 
تتاع) 1/1272 

مم1 

مكرما متكا 

ل داكا 

نانفا 

ععله عام لسكة 


للع ناد مه لتتهووععء[1 
0000110 


1 7إ1وو5ع 1166 
011 تتتاء لآ 

0040 

#«عاز7 000 
نل 01 
026-10-0 
ا ترام 

811 

عم 

165 اعم 0 
امسنام 0 
ع م010 
ع0 

تنوم لعتدع 010 


201 


<3207 


ممر 
التباديل 

مبدأ برج الحمام 

بيان مستو 

الترميز البولندي الحكسي 
الترميز البولندي (المباشر) 


مجموعة الفوة 


البرهان بوساطة المكافئ المعاكسي 


البرهان بوساطة التناقض 


البرهان بوساطة الحالات 


نوم 

1201001010101 15 

عأمتاعمصتام عا[مطومعع 1ط 
طموعع تممقاط 

1110 :0511م طوتامم 
1 جعزم امتاةط 
لدكقع 20 2م010 أووط 
أع5 120171 

1ع ع2 

لوقع كهنا معلل معط 
ع[ماأعصمط 


200111015 5 


2001 0 <0 


0م 7[ 0ط 


5ع 6 220016 


البرهان بوساطة المثال المناقض 
البيرهان بوساطة الاستنفاد 
عبارة تفريرية 


عبارة تقريرية 
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ع متفرع قع ستول تنإ أممعط 


0010 6 مط 
3 21000510131 
تنه 05110181مم0ط 
ديكا 

علصة ]1 

ا 

مالع ع1 

مماعع ]1 

طمةد0 تتتقصاط مملجوع]1 
عا لإتقصاط تدلتاعوع1]1 
ماع18 

م0 ومتغقاعج 

0 000 ظ2 
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السياحة الدائرية مدع [طمم أعتكقن لستام ك1 


سطر (صف) نكا 
سقالة 50111 
شجرة بحث عع لأعتدع 5 
بيان نصف أويلر مقع قتع[ ناك - تم 5 
متتالية 560 
مجموعة منقطعة ع5 
بسيط 11 
تبسيط ممتنةء امسق ٠‏ 
تخالفيه عتتاأعسصزة عاك ظ 
مولد(بيان جزئي مولد) ( طمومع داناة ) ع متضمهدرك 


شجرة مولدة 116 ع8 لتطلةم 5 
خطوة عاو 
بيان جزئي طفع انام 
شجرة جزئية ع6 ملام 


280) 


تعويض 
تابع مباشر 
مجموع جداءات تام 


تناظطري 
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ا اك 
5206005501 
100115 01 تناك 
000 
01 

نه 
111 
ع116 

11 

مهلل 
1010 
110101010155 
م1 

غأطع 11 


مع 1-00اع 1/1/7 


9 
0 
ظ ١ ٠‏ ل ج25 ١ ٠‏ 
ِ ء' لآ 6115© 
ظ “يي 7 1 
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